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Introduccion

Mbénica Agrasar, Graciela Chemello y Carmen Sessa

Las propuestas que se presentan en este libro recuperan experiencias de tra-
bajo compartido entre los profesores formadores y los profesores estudian-
tes de la carrera de Especializacion en Ensefianza de la Matemaética para la
Escuela Secundaria de la Universidad Pedagdgica (UNIPE).

Entre la produccién de estos materiales y el trayecto formativo de la carrera
se teje una trama en la cual es posible destacar dos aspectos complementarios.
Por un lado, varias de las ideas que se despliegan en las propuestas encuentran
un anclaje en discusiones mantenidas en los seminarios de la carrera; por otro,
los productos de este trabajo compartido —elaborado cada uno por equipos
compuestos por profesores formadores y profesores estudiantes— son en si
mismos objeto de estudio en el aula de la especializacién. En el marco de
esta formacion, la experiencia de escritura compartida constituyo sin duda una
nueva y diferente instancia para los profesores participantes.

Este trabajo colectivo dio lugar a recorridos diversos de los materiales
que componen cada capitulo, cuestién que se advierte en el relato de cada
propuesta. Las teméticas abordadas se seleccionaron de modo de incluir, para
cada ciclo de la ensefianza secundaria, una propuesta por cada bloque de
contenidos incluidos en los Nicleos de Aprendizajes Prioritarios (NAP). El
objetivo fue mostrar algunos ejemplos de coémo es posible construir, a partir
de un trabajo colectivo, propuestas que apunten a hacer vivir a los alumnos un
trabajo matemaético genuino.

Construir el relato de cada experiencia les permiti6 a los integrantes de los

grupos volver a pensar en ellas para su difusién, considerando que conocer
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experiencias realizadas por otros colegas permite advertir las posibilidades
y limites de algunas decisiones de ensefianza y tener insumos para disefiar
nuevas propuestas adecuadas a distintos grupos de alumnos y alumnas, con
saberes y dindmicas propias.

Ademads de las consignas para los alumnos, en cada capitulo se desarrollan
comentarios acerca de las intenciones didacticas que se tuvieron en cuenta
al disefiar las actividades, anticipaciones sobre posibles estrategias de los
alumnos y algunas alternativas para la gestion docente en el aula.

En varios casos, las propuestas se llevaron al aula. Por lo tanto, contamos
con registros de esas experiencias y producciones de los alumnos que muestran
el modo en que las actividades planificadas tomaron un rumbo particular y
dieron lugar a nuevas decisiones o nuevas preguntas. Las actividades que se
presentan permiten ejemplificar una forma de trabajo matematico en el aula y
algunos criterios para organizar la enseflanza desde la perspectiva que orienta

los NAP. Estos criterios se expresan del siguiente modo:

Durante el Ciclo Basico de la Educaciéon Secundaria, la escuela ofrecera
situaciones de enseflanza que promuevan en los alumnos y alumnas:

e La confianza en las propias posibilidades para resolver problemas y
formularse interrogantes.

e Una concepcidn de Matemadtica segiin la cual los resultados que se obtie-
nen son consecuencia necesaria de la aplicacion de ciertas relaciones.

e La disposicion para defender sus propios puntos de vista, considerar
ideas y opiniones de otros, debatirlas y elaborar conclusiones, aceptando
que los errores son propios de todo proceso de aprendizaje. [...]

e Lainterpretacién y produccion de textos con informacién matemaética,
avanzando en el uso del lenguaje apropiado.

e La comparacion de las producciones realizadas al resolver problemas,
el andlisis de su validez y de su adecuacién a la situacion planteada.

e La produccién e interpretaciéon de conjeturas y afirmaciones de

cardcter general y el andlisis de su campo de validez, avanzando
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desde argumentaciones empiricas hacia otras mas generales (Ministerio

de Educacion, 2011: 14).

Esta caracterizacion de las situaciones de ensefianza que se explicita en los NAP
supone una perspectiva desde la cual se busca que las alumnas y los alumnos
puedan acceder en la escuela a una practica matemaética genuina. Esto requiere
que puedan involucrarse en el estudio de una problematica especifica, precisar
las condiciones particulares y generales que involucra, generar conjeturas, uti-
lizar e identificar técnicas y nociones tedricas con las que se puede abordar el
problema, formular y validar conclusiones y explorar el campo de validez de las
mismas, ampliando la mirada sobre el problema y generando nuevas preguntas.

Como docentes, sabemos del cuidado que debemos tener al seleccionar
los temas de discusién dentro del aula y al orientar los intercambios entre
estudiantes de modo que sean ellos mismos los protagonistas de la tarea,
pensando por si mismos, tomando decisiones, buscando como expresar con sus
palabras lo que hacen y los resultados que obtienen. Responsabilizarnos por el
aprendizaje de nuestros alumnos exige no solo elegir los problemas que propo-
nemos, sino moderar los intercambios de ideas, promover la enunciacién de
argumentaciones, saber escuchar y reorientar en caso de necesidad, promover
reflexiones sobre procedimientos, impulsar la generaciéon de instancias de
escritura y validacion.

Nuestra palabra aparecera, de modo oportuno, para aclarar lo que sea indis-
pensable para continuar la tarea y para ordenar y sistematizar las conclusiones,
avanzando en formulaciones cada vez méas generales, identificando teoria y
técnicas que puedan ser utilizadas en nuevos problemas.

El conjunto de decisiones que tomamos determina si la clase es un espacio
abierto y colaborativo de bisqueda compartida de nuevos conocimientos o
si mas bien se trata de una obligaciéon que hay que atravesar viendo cémo
algunos hacen mientras otros miran sin entender ni participar.

Cabe aclarar que esta decisidn, que supone una toma de posicion de cada

docente, no es estrictamente individual sino que requiere de un proyecto
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y condiciones institucionales. Un trabajo de esta naturaleza lleva tiempo.
Necesita de acuerdos entre profesores que permitan sostener y acompaifar
trayectorias orientadas a formar sujetos auténomos, convencidos de su
capacidad para estudiar matemética, y no a repetir un conjunto de defini-
ciones y técnicas.

Las propuestas que compartimos muestran experiencias que, orientadas
desde la perspectiva que sostenemos, entran en didlogo con las practicas
cotidianas y muestran desarrollos posibles para algunos temas.

El primer capitulo es “Ntmeros y letras: lectura y transformacién de expre-
siones numéricas y algebraicas”, escrito por Carla Cabalcabué, Maria Nieves
Brunand y Valeria Borsani. La propuesta se inicia con la exploracion y anélisis
de expresiones numéricas para determinar si una cuenta da el mismo resultado
que otra o si un resultado va a ser multiplo de un nimero, lo que lleva a realizar
descomposiciones, utilizar propiedades conocidas y expresar relaciones entre
ellos. Luego se avanza con el andlisis de expresiones que incluyen letras,
también en el contexto de la divisibilidad. No se trata aqui de reemplazar
las letras por un nimero y realizar cuentas, sino de interpretar y transformar
escrituras con el objetivo de obtener nueva informacién sobre una expresion
o fundamentar alguna conjetura, avanzando tanto en la construccién de las
letras como variables como en el uso de cuantificadores al explorar el dominio
de validez de distintas afirmaciones. Finalmente, los alumnos se enfrentan al
desafio de generar expresiones que cumplan ciertas condiciones, lo que llevara
también a descubrir expresiones equivalentes al analizar la validez de lo que se
afirma cuando se producen ciertas transformaciones en una expresion.

Toda la secuencia estd atravesada por la necesidad de validar afirma-
ciones, avanzando desde el uso de ejemplos hacia la consideraciéon de
ejemplos genéricos que permiten establecer el caricter necesario de una
cierta propiedad a través de un razonamiento sobre ese caso. Contar con
algunas producciones de los estudiantes permite identificar el modo en que
los alumnos y alumnas van pudiendo avanzar en la formulacién y validacién

de distintas afirmaciones.
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En el siguiente capitulo, “Las alturas de un tridngulo: la construccién de
su definicién”, Sabrina Maffei, Rodolfo Murtda y Carmen Sessa invierten el
camino muchas veces utilizado en geometria de partir de una definicién para
usarla luego en alguna construccidén o calculo. Aqui se promueve la construccién
por parte de los estudiantes de una definicion, a la que se llega como sintesis
de un trabajo de exploracion y analisis. La propuesta esta orientada a que los
alumnos comprendan la nocién de alturas de un triangulo, identifiquen que
los tridngulos tienen tres alturas y aprendan a trazarlas. Esto necesariamente
lleva a problematizar el uso de la regla y la escuadra en interaccidn con las
nociones de distancia, paralelismo y perpendicularidad.

El trabajo, que se inicia con exploraciones sobre recortes y dibujos, va
avanzando en niveles crecientes de generalidad a partir de la revision de las
afirmaciones que se van produciendo —y modificando— a lo largo de las activi-
dades. En esta secuencia, la produccion y el analisis de escrituras resulta un
factor clave, asi como los espacios de discusion colectiva.

Dado que las actividades fueron desarrolladas en un segundo afio de una
escuela ubicada en Lomas de Zamora, una localidad del conurbano bonaerense,
resulta muy interesante poder contrastar las anticipaciones realizadas por los
autores con lo ocurrido efectivamente en las aulas. El detalle de las produc-
ciones de los alumnos, sus distintos modos de registrar y los intercambios en
los espacios de discusion colectiva contribuyen a comprender mejor el modo
en el que los estudiantes pudieron ir construyendo la definicién y advertir los
desafios que fueron enfrentando.

El tercer capitulo, escrito por Betina Duarte, Patricia Duarte Lezcano y
Federico Maciejowski, es “El azar y el manejo de la informacién a través de
la matematica”. La propuesta incluye dos partes, una dedicada a la nocién de
probabilidad y otra a la interpretacién de graficos estadisticos.

En la primera se presenta un conjunto de experimentos que se analizan sin
cuantificar para, luego de arribar a la definicion de probabilidad de Laplace,
volver sobre ellos cuantificando sucesos y calculando sus probabilidades. Los

experimentos incluyen tanto la realizacion de dos juegos de manera efectiva
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como el analisis de otros sin haberlos realizado, advirtiendo que para un mismo
experimento, ante ms casos favorables hay, mayor probabilidad de que un
suceso ocurra. Luego, frente a la alternativa de decidir cudl suceso tiene méis
chance, se encuentra que es posible proponer un cociente para compararlas
arribando a una definicién mediante un trabajo de ‘“‘elaboracién de teoria”
con los estudiantes. Cierra esta parte una propuesta para reflexionar sobre los
resultados obtenidos en las actividades anteriores.

En la segunda parte, dedicada a estadistica, las propuestas requieren inter-
pretar distintas formas de representar informacién y, en un caso, armar una
tabla de frecuencias que permite asociar los resultados que se obtengan con la
probabilidad tedrica, ya conocida de la primera parte del capitulo. También se
abordan las ideas de moda y media en problemas que dan lugar a discutir sobre
el sentido de cada una de esas medidas de posicion.

El dltimo capitulo, “Numeros racionales: sentidos, representaciones y
propiedades”, de Cecilia Lamela (coordinadora del equipo), Sabrina Della
Santa y Cintia Mendoza, aborda ideas que diferencian a los nimeros racio-
nales de los naturales. Se presentan nuevos significados, nuevas reglas para
ordenarlos y una nueva propiedad, la densidad. En esta secuencia también
abordan distintas representaciones de los nimeros racionales: como fraccion,
como decimal —con los casos de nimeros decimales periddicos— y ubicando
un punto en la recta numérica a partir de diferentes informaciones.

Desde el inicio aparece la idea de comparar nimeros: racionales con
enteros para ubicar unos entre otros, y racionales entre si, arribando a
reglas de comparacion tanto para el caso de comparar fracciones como para
decimales. Los significados que se presentan (el de medida y el de razén
entre magnitudes) no son en general conocidos por los alumnos en la escuela
primaria.

En cuanto a la idea de densidad, se propone un juego y varias actividades
de evocacion de jugadas para arribar a la conclusién de que siempre es posible
encontrar otros niimeros antes de otro dado, permitiendo entrar a la idea de

que hay una cantidad infinita de nimeros en un intervalo acotado. También en
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esta propuesta se plantea elaborar una definicion, la de densidad, al cabo de un

proceso de exploracidn de la idea.
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CAPITULO 1

Numeros y letras: lectura y transformacion
de expresiones numéricas y algebraicas

Carla Cabalcabué, Maria Nieves Brunand y Valeria Borsani

INTRODUCCION

En su transito por la escuela primaria, los estudiantes desarrollan una gran
diversidad de conocimientos aritméticos. Los ntimeros, las operaciones y
los problemas que con ellas se resuelven son los objetos con los que trabajan
durante este trayecto de formacién. Al llegar a la escuela secundaria, esas
cuentas dejan de ser el objeto central del trabajo. Las operaciones se convier-
ten en herramientas que permiten introducir al estudiante en ciertas practicas
algebraicas. Los conocimientos aritméticos trabajados y desarrollados a lo
largo de la primaria son las bases con las que los estudiantes podran enfrentar
las nuevas tareas que la escuela secundaria va a presentarles. En este sentido,
los conocimientos aritméticos son insumos para los primeros trabajos alge-
braicos que aqui se proponen, tanto en lo referido a las nociones matematicas
como también al tipo de practica desarrollada.

Esta propuesta aborda de manera articulada el trabajo con los saberes especi-
ficos de los ejes “el niimero y las operaciones™ y ‘el dlgebra y las funciones” de los

NAP. En particular, se proponen situaciones en las que los estudiantes necesiten:

e Explorar y enunciar propiedades ligadas a la divisibilidad en N (suma
de dos multiplos; si un nimero es multiplo de otro y este de un tercero, el

primero es multiplo del tercero, etc.).[...]
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e Transformar expresiones algebraicas obteniendo expresiones equiva-
lentes que permitan reconocer relaciones no identificadas facilmente en la
expresion original. [...]

e Producir argumentos que permitan validar propiedades ligadas a la
divisibilidad en N. [...]

e Argumentar sobre la validez de afirmaciones que incluyan expresio-
nes algebraicas, analizando la estructura de la expresion (Ministerio de

Educacion, 2011: 18, 21-22).

A continuacion se presenta una secuencia de actividades que pueden desarro-
llarse de manera sucesiva pero que se organizan en tres partes para permitir
un mejor andlisis en relacién con los saberes puestos en juego en cada una.
Para cada actividad se desarrollan comentarios didacticos y reflexiones sobre
la actividad en el aula, asi como posibles intervenciones que, por supuesto,
serd necesario poner en didlogo con los saberes y circunstancias de distintos
grupos de alumnos.

Luego del trabajo de los estudiantes con un grupo de situaciones, se les
propone que revisen las actividades con la intencién de que puedan recuperar
las conclusiones del grupo, sintetizar el conocimiento que se estuvo discu-
tiendo y reflexionar sobre su proceso de estudio con esas actividades, identi-
ficando logros y dificultades (en algunos casos, se presentan ejemplos de esas

producciones de los estudiantes en la seccion “Experiencia de aula”).

PARTE 1: LEER Y TRANSFORMAR PARA LEER

;Qué podemos saber sobre el resultado de una cuenta, sin hacer la cuenta?

En este apartado se proponen actividades cuyo objetivo es involucrar a los
estudiantes en un trabajo de lectura de informacién a partir de la escritura de

un calculo. Para ello sera necesario apoyarse en propiedades de los niimeros y
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de las operaciones. Por ejemplo, se propone a los estudiantes que, sin realizar
los céalculos que se presentan, analicen si una cuenta da el mismo resultado
que otra o si un resultado va a ser miltiplo o divisor de un nimero. A su vez se
inicia un tipo de trabajo que sera central en toda la propuesta: transformar una
expresion en otra equivalente para leer nueva informacién.

La primera actividad tiene como objetivo que en el aula circulen diferentes
nociones de multiplo y diferentes formas de estudiar si un nimero es multiplo
de otro. En particular se espera que se movilice o fortalezca un conocimiento
que serd importante para abordar actividades posteriores: “Para estudiar si un
nimero es multiplo de otro, nos podemos apoyar en un multiplo conocido y
cercano al nimero estudiado”.

Los estudiantes suelen recurrir a lo que recuerdan de los criterios de divisibi-
lidad para resolver algunas de las actividades que presentamos a continuacion.
Sin embargo, no es necesario que se estudien o repasen esos criterios antes
de comenzar el trabajo. Para presentar esta actividad, se podria plantear a los
alumnos que utilicen lo que ya saben sobre las operaciones y los nimeros para

estudiar qué se puede saber del resultado de una cuenta, sin hacer la cuenta.

ACTIVIDAD 1
a) En cada caso, completen con un nimero para que el resultado de la
suma dé un mdltiplo de 5:

235147 + ......... 234534+ .........

b) En cada caso, escriban un nimero para que el resultado de la suma dé
un mdltiplo de 8:
160 + ......... 165+ .........
658 + ......... 2448 + .........

Decidimos comenzar a movilizar y recuperar ideas relacionadas con la nocién
de multiplo de un nimero trabajando con multiplos de 5, que son facilmente

reconocidos por los estudiantes. Se puede resolver a partir de la idea de que los



20 ENTRE DOCENTES |

ndmeros que son multiplos de 5 terminan en 0 0 en 5 y contar cuintos niimeros
faltan para llegar al multiplo de 5 més cercano. A partir de obtener el multiplo
mads cercano, también podrian completar con otros nimeros para que todo dé
multiplo de 5.

El punto b) avanza respecto del primero, ya no alcanza con mirar la tltima
cifra del niimero para tomar decisiones. Es probable que los estudiantes pongan
en juego nuevos procedimientos que conllevan diferentes ideas sobre lo que
significa que un nimero sea multiplo de 8: por ejemplo, “se puede dividir por
8”, “estd en la tabla del 8”, “en la division por 8 el resto es cero”, “se puede
dividir por 4 y luego por 2”, e incluso algunas incorrectas como “termina en 8.

Entonces, para los niimeros 160 y 165, podrian aparecer las siguientes

estrategias:

e Para el 160, pueden identificar que 16 es multiplo de 8 y reconocer que
160 también lo serad. O realizar la divisién 160 + 8 y ver que el resto es 0.
Otros podran expresar el 160 como 8 X 20.

e Para el 165, es posible que algunos también realicen la division. Otros
estudiantes, apoyados en que el 160 es multiplo de 8, pueden sostener que
el 165 no lo es porque “el multiplo de 8 que le sigue a 160 es el 168”.

e Otra estrategia que puede surgir es que los estudiantes sumen un nimero
al 160 y luego dividan por 8 al resultado de esa suma.

e Una posibilidad para dar respuesta a estos items es que apelen a algin

criterio de divisibilidad por 8 que recuerden.

Como mencionamos anteriormente, un objetivo central de esta actividad es
comenzar a promover una estrategia que puede ser poco conocida por los estu-
diantes: apoyarse en multiplos conocidos para decidir sobre la relacién entre
otros nimeros. En particular, en esta actividad se puede precisar la afirmacién:
“si sabemos que un nimero es multiplo de 8, podemos ir sumando 8§, 16, 24... y
obtenemos otro multiplo de 8”. Si bien esta estrategia comienza a desplegarse

en el primer punto, es necesario explicitarla para todo el grupo de estudiantes
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a partir del trabajo con los primeros dos nimeros del punto b). Para eso, se
propone realizar una discusion colectiva una vez que los estudiantes hayan
trabajado con el item a) y con los nimeros 160 y 165 del item b), y asi poner en
didlogo las distintas estrategias. Analicemos una posible “puesta en didlogo”

de dos producciones:

ProbpUCCION 1

S Sy S a
5 20 e/ g/ Iz

*;
g
i

En general, los estudiantes hacen la primera cuenta y usan el resto para des-
cartar que 165 sea multiplo de 8, pero no suelen apoyarse en esta informacién
para encontrar una posible respuesta al problema. Es probable que prueben
con otros nimeros cercanos al 165, los dividan por 8 y tomen como respuesta

aquellos nimeros en que el resto les dé 0.

PRODUCCION 2

160 on dithiplo de &, endomees

165 43 = 4GS 0o mdllifplo % &

En esta produccion aparece la idea de que los multiplos de 8 van de 8 en 8.
La estrategia consiste en apoyarse en un multiplo de 8 conocido (160) para
obtener el miltiplo siguiente. Es importante la intervencion del docente para
ayudar a los estudiantes a hacer explicitas estas relaciones: “;Por qué al sumar
3 conseguis un mdltiplo de 8?”; “;Por qué 168 es multiplo de 8?”; “;Cémo te
das cuenta que 168 es multiplo de 8 si no hiciste cuentas de dividir?”.

En el anélisis colectivo de estas dos producciones se puede discutir con

los alumnos como arribar al 168 sin hacer sucesivas cuentas de dividir. Se
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pretende que los estudiantes expliquen que para armar otro 8 es necesario
sumar 3 al resto 5 (sumar 3 también aparece en la Produccién 2).

El anilisis colectivo de los diferentes procedimientos y las relaciones
matematicas que cada uno de ellos moviliza ofrece buenas condiciones para que
los estudiantes relacionen, confronten, cuestionen o se apropien de la estrategia
de un compaiiero. Para ello es necesario trascender el espacio de una puesta en
comun de procedimientos para ir hacia un anélisis y puesta en didlogo de los
mismos. El hecho de que en el aula circulen estrategias diferentes a la de dividir
por 8 les permitird, a algunos estudiantes, abordar con nuevas relaciones el

trabajo con el 658 y 2448, como muestran algunas producciones.

EXPERIENCIA DE AULA

Las siguientes producciones de estudiantes de primer afio de una
escuela publica de La Plata, Provincia de Buenos Aires, ejemplifi-
can nuevas relaciones que se pueden establecer en el trabajo con el

658 y 2448,

AGUSTINA
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GINO

Agustina usa el algoritmo de la divisién para decidir si el ndmero
es o no es multiplo de 8, pero no usa el resto para obtener el nimero
que hay que sumar. Durante la experiencia notamos que Agustina
hace las cuentas sin calculadora. En el argumento que escribe sobre
el 2448, pareciera que no fue “sumando hasta que se pueda dividir
por 8”. Directamente propone sumar 8 para obtener un multiplo de
8. Aqui pareciera estar poniendo en juego la idea que los multiplos
de 8 “van de 8 en 8”. Sin embargo, para comprobar vuelve a realizar
la division. Esto nos ayuda a pensar que, para Agustina, sumar 8 a
un multiplo de 8 es una estrategia vdlida para encontrar el niimero,
pero ain no se ha convertido en un argumento vdlido afirmar que el
resultado serd un multiplo de 8.

En cambio, en la produccion de Juan Manuel aparece una nocion
de multiplo vinculada a la descomposicion del nimero 2448 como
producto de dos nimeros donde uno de ellos es un miltiplo de 8 co-
nocido. El anélisis colectivo de estas formas de estudiar si un nimero
es multiplo de 8 podria llevar a Agustina a incorporar una nueva
manera de validar que el 2448 lo es. A su vez, Juan Manuel se podria

apoyar en la estrategia de Agustina de sumar 8 al 2448 para generar

23
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una nueva respuesta. Gino, por su parte, podria apoyarse en la estra-
tegia de Juan Manuel para precisar la idea de “separar en 16 y 5” al
165. Se pretende que con esta actividad se construya este nuevo ar-
gumento: “Si a un miltiplo de 8 le sumo 8, el resultado sigue siendo

multiplo de 8 y no necesito hacer la cuenta para verificar”.

Para los estudiantes suele no ser evidente que no haya un tnico nimero que se
puede sumar. La diversidad de respuestas recolectadas en el analisis colectivo
de esta actividad puede ser aprovechada por el docente para indagar sobre las
distintas posibilidades. En las actividades siguientes se abordara el andlisis

sobre cuéntas y cudles son las respuestas que se pueden dar en cada caso.

ACTIVIDAD 2
Decidan, sin hacer los célculos, cuéles de las siguientes cuentas dan el
mismo resultado que 36 X 21. Expliquen sus respuestas.
a)36 X3 X7 b)30 X6 X3 X7
c)2x2x9x21 d) 18 x 42

Esta actividad se propone con la intencion de que los estudiantes comiencen
a realizar un trabajo de lectura de informacion de estas expresiones numé-
ricas para argumentar sobre la equivalencia de las mismas. Por expresiones
numéricas nos referiremos a expresiones en las que se relacionan nimeros y
operaciones, sin letras. Afirmamos que son equivalentes si expresan cuentas
que dan el mismo resultado.

Como se menciond anteriormente, queremos identificar dos tipos de trabajo
con expresiones numéricas que seran objeto de estudio en todas las actividades
propuestas: por un lado, leer informacién a partir de ellas y, por otro, trans-
formarlas para obtener nueva informacién. Por ejemplo, un trabajo sencillo
de lectura de informacién se realiza cuando los estudiantes identifican que
36 x 21 es equivalente a 36 X 3 X 7, ya que 21 es 3 X 7 y, entonces, 36 X 21

equivale a hacer 36 X 3 X 7. Si bien estas equivalencias se fundamentan en la
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propiedad asociativa de la multiplicacion, nuestro interés no esta puesto en que
los estudiantes expliciten en cada caso la propiedad que estdn usando. El foco
de ensefianza de esta actividad es que se comience a identificar y explicitar que
leyendo informacioén de una expresion y realizando un pequeiio cilculo —sin
realizar el calculo completo— se puede decidir si da el mismo resultado que
otra cuenta.

En el caso de 18 X 42, una posible argumentacion puede darse a partir de
identificar la relacién de dobles y mitades entre los nimeros involucrados en la
cuenta original: 18 es la mitad de 36 mientras que 42 es el doble de 21, por lo
tanto si se realiza el producto se obtiene el mismo resultado. Los estudiantes
pueden utilizar este tipo de argumentos sin comprometerse con una validacién
del mismo; en este caso, seria interesante comparar esta produccién con
aquellas que argumenten la equivalencia mediante la transformacién de la
expresion 18 X 42 —descomponiendo multiplicativamente ambos nimeros o
alguno de ellos—. Como el propésito de la actividad es decidir si las cuentas
son equivalentes a 36 X 21, la descomposicion podria no hacerse en factores
primos. Solo se necesita manipular la expresion con la intencion de “armar” el
36y el 21, por ejemplo asi: 18 X 42 = 18 X 2 X 21 =36 x 21.

Queremos destacar que, al comenzar el trabajo con esta actividad, los
chicos suelen realizar exactamente los calculos propuestos para responder a la
consigna. A partir de esta estrategia —y no antes— sera necesario negociar con
ellos la condicién “‘sin hacer los calculos propuestos” para ir promoviendo otro
tipo de trabajo. Un buen espacio para esta negociacion puede ser el momento
de analisis colectivo de las diferentes resoluciones. La discusién en el espacio
colectivo puede ayudar a que aquellos estudiantes que atin realizan la cuenta
completa incorporen los argumentos de los compafieros que apelaron a la
lectura de una parte de la expresion. Se espera que los mismos estudiantes
comiencen a instalar frases como: “no necesité hacer los calculos porque me
di cuenta que si multiplico estos tres (2 X 2 X 9), queda 36 X 21"

A continuacién, se podria proponer una nueva actividad para que los

estudiantes produzcan diferentes formas de armar multiplicaciones que den lo
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mismo que 36 X 21. La intencidn es que aparezcan en el aula diferentes descom-
posiciones multiplicativas. Producir cuentas que den el mismo resultado es un
trabajo diferente a “leer” si una cuenta da lo mismo que otra. Leer implica
asociar o conmutar los productos de los niimeros que se proponen con el
objetivo de armar el 36 o 27; producir conlleva la necesidad de trabajar con los

factores de los nimeros en cuestion.

ACTIVIDAD 3
Decidan, sin hacer los calculos, si los siguientes pares de cuentas dan el
mismo resultado. Justifiquen sus respuestas.

a)21 x 15 TX3X%X5

b) 18 x 15 O9Xx5%X2x%3

c) 33 x24 11 x12x%6

Para decidir sobre la igualdad de los resultados, es decir sobre la equivalencia
de las expresiones, los estudiantes necesitaran recurrir a la lectura o transfor-
macion de expresiones. Dependiendo de si operan sobre una u otra expresion,
podran argumentar —por ejemplo—que 7 X 3 X 5 es igual a 21 X 15, porque “en
7% 3 x5 seencuentran 7 X 3y 3 X 5”. Este argumento puede ser confrontado
en el espacio de discusidn colectiva con un argumento que se apoye en la des-
composicion de 21 X 15 como 7 X 3 X 3 X 5.

En el item b) suele ocurrir que los estudiantes responden que no dan el
mismo resultado. Por ejemplo, afirman que “9 X 5 no arma al 18 y 2 X 3 no
da 15”. Si todos los estudiantes estan convencidos de esta respuesta, se los
puede invitar a realizar ambas cuentas y que luego intenten explicar por qué
dan lo mismo. Como ya destacamos, es posible que aparezcan los nombres
de las propiedades pero la idea no es que expliciten la conmutatividad del
producto sino que se apoyen en ella, que la pongan en juego para transformar
la expresion original y que, asi, puedan validar la igualdad.

Por dltimo, para determinar la equivalencia de las expresiones del item

¢) es necesario descomponer algin nimero en una de las expresiones. Esta
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novedad respecto de los items anteriores suele generar que los estudiantes
sostengan que las expresiones no dan el mismo resultado. Sin embargo, la
“familiaridad” de las relaciones entre el 33 de una expresion y el 11 de la
otra, o del 12 y el 24, quizas ayude a que los chicos se comprometan con
la basqueda de relaciones entre las expresiones. Se puede realizar un ida y
vuelta entre las expresiones: al 33 se lo puede pensar como 3 X 11. El 11
esta en la expresion de la derecha, pero el 3, no. Sera necesario analizar la
expresion de la derecha para poner en relacion el 3 X 24 con el 12 X 6. Es en
este juego entre lo que se ve'y lo que se necesita ver que las transformaciones
de las escrituras son necesarias para poder identificar si hay equivalencia

entre las expresiones.

ACTIVIDAD 4
Decidan, sin hacer cuentas de dividir, si 48 X 15 es:
a) multiplo de 15
b) multiplo de 6
¢) multiplo de 7
d) multiplo de 30
e) multiplo de 20
f) maltiplo de 50

Proponemos una serie de items para estudiar algunas caracteristicas del pro-
ducto 48 X 15 que refieren a la nocién de mdltiplo. Sin embargo, podrian cam-
biarse por afirmaciones que también incluyan la nocién de divisor. Por ejem-
plo, 20 es divisor de 48 X 15.

Para resolver cada uno de estos items es necesario movilizar diferentes
conocimientos sobre la multiplicacién y realizar distintas manipulaciones de
los ndmeros involucrados. En este sentido, no se espera que los estudiantes
realicen la factorizacidon de 720 (48 X 15) en factores primos, sino que puedan
tomar decisiones sobre qué nimeros van a descomponer, o qué nimeros van a

reagrupar y como, para leer la informacién necesaria para responder.
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El item a) permite seguir precisando sobre una nocién de miltiplo asociada:
“Un nimero es multiplo de a si se puede escribir como a X k con k natural”.
De esta manera, los estudiantes podran argumentar que 48 X 15 es multiplo de
15 porque 15 es uno de los factores del producto. Esta nocién de miltiplo es la
que permitird abordar las actividades que siguen.

En el item b), los estudiantes suelen explicitar que 48 X 15 es multiplo
de 6 “porque 48 lo es”. Podria pasar que en la clase también surgiera la
descomposicion del 48 para expresar 48 X 15 como 6 X 8 X 15; esta ultima
expresion permite leer que 48 X 15 es multiplo de 6 y aporta razones al primer
argumento aqui presentado. Otra posibilidad podria ser que descompongan
ambos nimeros en la bisqueda del 6: por ejemplo, 48 X 15 =24 X2 X3 X5 =
24 X 6 X 5.

En el item c), ninguno de los dos nimeros es miltiplo de 7 y no puede
armarse a partir de la descomposiciéon de ambos nimeros. Al igual que en el
item anterior, puede ocurrir que los estudiantes argumenten rapidamente que
no es multiplo de 7 porque el 48 y el 15 no son multiplos de 7, pero que no
consideren la opcion de que el 7 se pueda armar a partir de la descomposicién
multiplicativa del 48 y el 15. En este caso, se sugiere como posibilidad que el
docente acepte provisoriamente este argumento para ponerlo en discusién mas
adelante (por ejemplo, al finalizar las discusiones del item siguiente o de toda
la actividad).

En los items d), e) y f) ninguno de los dos nimeros del producto son
multiplos de 30, de 20 ni de 50, pero en los dos primeros es posible realizar
una transformacién para poder obtenerlos. Los estudiantes podrian resolver
estos items argumentando, del mismo modo que en c), que “como ninguno
de los factores es miltiplo del nimero pedido, el producto no lo es”. En este
caso, se sugiere que el docente invite a los estudiantes a confrontar esta idea
con algtin compafero que afirme lo contrario. O que proponga salirse por un
momento de la consigna y realizar, por ejemplo, la divisiéon de 720 por 30,
corroborar que el resto es 0 y que esto movilice la busqueda del factor 30 a

partir de la transformacion de la expresion.
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La diferencia entre el item d) y e) radica en que para obtener el 30 solo
es necesario descomponer uno de los factores (48) y para obtener el 20 es
necesario descomponer ambos factores. En cambio, en el item f), para
responder a la consigna es necesario descomponer el 50 en 5 X 5 X 2, para ver
que uno de los factores 5 no aparece al descomponer 48 X 15. En este caso, y
seglin nuestras experiencias, los chicos suelen decir que al 48 X 15 “le falta un
5 porque el 15 tiene un 5 y el 48 ninguno™.

Luego de analizar colectivamente todos los items, se puede revisar la
conclusién (provisoria para el docente) a la que se arrib6 en el item c) y
plantear: “Ustedes analizaron que si bien el 48 y el 15 no son multiplos de
30 ni de 20, el resultado de 48 x 15 si lo es. ;No podré pasar lo mismo en
el item c¢)? Sabiendo que 48 y 15 no son multiplos de 7, ;se podra armar el
7 y asi asegurar que 48 X 15 es multiplo de 7?”. En general, los estudiantes
realizan diferentes descomposiciones de los niimeros y observan que el 7
“no aparece” y que “no lo pueden armar”. Esto puede generar que los chicos
se pregunten sobre la posibilidad de descomponer de alguna otra forma y
encontrarlo.

Claramente, no es intencién de esta propuesta explicitar y demostrar el
teorema de factorizacidén tnica ya que los conocimientos necesarios para
establecer y validar dicho teorema exceden aquellos que se abordan en la
escuela secundaria. Sin embargo, valoramos que los estudiantes formulen y
confronten sus ideas respecto de diferentes factorizaciones y la lectura que se
puede dar a partir de diferentes escrituras.

En un documento escrito por Cambriglia, Sadovsky y Sessa (2010) se consi-
deran las interacciones en la clase de matematica como un medio potente de
construccién de conocimientos matematicos tanto personales como colec-
tivos. Para ello, se recortan y analizan algunos fragmentos de clases en las que
los estudiantes discuten colectivamente actividades similares a las propuestas
hasta ahora en este documento.

En las cuatro actividades anteriores se propuso que los estudiantes analicen

diferentes descomposiciones de nidmeros en factores no necesariamente
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primos. Esta tarea la tenian que realizar para tomar decisiones sobre la
equivalencia de dos expresiones o para estudiar si el resultado de la cuenta
que expresa dicha expresion es divisible por un nimero. Si bien este tipo
de actividades puede dar lugar a que los estudiantes expliciten las propie-
dades bésicas de las operaciones (distributiva, conmutativa, etc.) o para
que ejerciten la factorizacién en factores primos (por ejemplo, los factores
primos de 720 = 48 x 15), el objetivo del trabajo que se propone en este
documento es diferente. La idea central es que los estudiantes se apoyen en
las propiedades, que las pongan en juego para transformar una expresion
original en otra en las que se pueda leer nueva informacién que permita
resolver el problema. Nos parece importante remarcar que la transformacién
de una expresién en otra es producto de una toma de decisiones sobre qué
“objeto” transformar, por qué es necesario transformarlo y qué tipo de trans-

formacion se necesita hacer.

ACTIVIDAD 5
Sin hallar los resultados de los siguientes calculos, decidan si las afirma-
ciones son verdaderas o falsas y expliquen sus decisiones.

a) 2 X 15.673 + 4 da como resultado un niimero par

b) 3 x 15.673 + 6 da como resultado un nimero par

¢) 3747 x 5 + 21 es multiplo de 5

d) 3747 x 15 + 21 es multiplo de 3

e) 7 X 1748 + 147 es multiplo de 7

f) 2 X 1748 + 5 x 1748 + 147 es multiplo de 7

2) 8 X 217 + 5 X 217 + 35 es multiplo de 7

El objetivo de esta actividad es continuar con el trabajo de lectura de la infor-
macién que brindan las expresiones. En este caso, la complejidad se presenta
porque aparecen involucradas dos operaciones: la suma y la multiplicacién.
Puede ser una buena oportunidad para revisar con los estudiantes el orden en

que deben realizarse estas operaciones.



NUMEROS Y LETRAS: LECTURA Y TRANSFORMACION DE EXPRESIONES NUMERICAS... 31

Los primeros tres items pueden ser abordados de diferentes maneras. Por

ejemplo, los estudiantes podrian:

e Basarse en propiedades del tipo “par por cualquier nimero es par’” o “par
mas par da par”.

e Basarse en anélisis similares a los desplegados en las actividades anterio-
res para leer que “3747 x 5” es multiplo de 5 y que 21 no lo es. Entonces,
3747 x 5 + 21 no es multiplo de 5.

e Analizar las cifras de las unidades de los productos propuestos en los
primeros términos de cada célculo cuando se estudia la paridad de una
expresion o la multiplicidad por 5. Por ejemplo, plantear que como 2 X 3
= 6 (este tres corresponde a la cifra de la unidad del niimero 15.673), el

resultado final sera par porque al sumarle 8 terminara en 4.

Para la resolucién de los items d) y ) no alcanza con mirar la cifra de las uni-
dades. Sera necesario apoyarse en lo trabajado en las actividades 1 y 4 para
recuperar que, por ejemplo, el primer término de 3747 X 15 + 21 es multiplo
de 3 y al sumarle 21 se estd sumando 7 veces 3.

En el item f) los estudiantes suelen afirmar que el resultado de la cuenta no
es multiplo de 7; para ello se apoyan en el anélisis de cada uno de los términos.
Ser4 necesario considerar la multiplicacién como suma de ntimeros iguales
para responder a la consigna. En particular, 2 X 1748 puede expresarse como
1748 + 1748 (2 veces 1748) y 5 X 1748 como 1748 + 1748 + 1748 + 1748 +
1748 para llegar a la conclusion de que se esta sumando 7 veces 1748. Es decir,
2 X 1748 + 5 x 1748 =7 x 1748. Por lo tanto, el resultado de 2 x 1748 + 5 X
1748 es multiplo de 7. Solo queda analizar si la suma es multiplo de 7, y del item
anterior se sabe que 147 es multiplo de 7, es decir que la suma sera miltiplo de
7. Puede resultar interesante analizar junto con los estudiantes la equivalencia
de las expresiones de los items e) y f).

Un tratamiento similar puede realizarse con el item g). La transformacion

de la expresion —basada en la nocién de la multiplicacién como sumas
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reiteradas— permitird garantizar que 8 X 217 + 5 X 217 = 13 X 217. Algunos
estudiantes podrian afirmar que como 13 no es miltiplo de 7, 13 X 217 no lo
serd, sin reparar que 217 es miltiplo de 7. Esta estrategia podria confrontarse
con otras que hayan analizado, por ejemplo, los tres términos: “Dado que 217
es multiplo de 7, 8 X 217 y 5 X 217 seran multiplos de 7. Si se suma 35, que es
multiplo de 7, el resultado final serd maltiplo de 7.

Estos dos ultimos items proponen un nuevo trabajo en torno a las transfor-
maciones de las expresiones numéricas: considerar a la multiplicacién como
una suma reiterada. Dichas transformaciones serdn retomadas al final de esta
propuesta de ensefianza para utilizarlas en expresiones algebraicas.

Si bien los alumnos ya han ido registrando conclusiones, antes de avanzar
es posible revisar lo que se estuvo estudiando, hacer un cierre parcial de esta
primera parte y sistematizar las conclusiones del trabajo realizado hasta
aqui. Por ejemplo, se podria plantear que registren cémo le explicarian a
un compafiero que “caracteristicas” del resultado de una cuenta se pueden
anticipar sin hacerla, es decir si se puede saber si el resultado serd par o impar,
multiplo o no de un nimero. Para no plantearlo de modo tan general, se puede
proponer comparar, por ejemplo, 12 X 42 y 12 x 42 + 2 para decidir si los
resultados serdn maltiplos de 2, 3,4, 6y 7.

Los problemas propuestos hasta aqui pueden resolverse con los conoci-
mientos aritméticos que los estudiantes traen de su paso por la escuela
primaria. Se propone un trabajo en torno a la toma de decisiones acerca del
resultado de un célculo, sin realizar el cilculo. Desde el punto de vista del
trabajo algebraico, se puede leer informacion a partir de las expresiones de
célculos y tomar decisiones sin apelar a la cuenta.

La entrada a un nuevo tipo de practica (algebraica) conlleva aprender a
resignar la bisqueda de un resultado (fruto del trabajo aritmético) para extraer
relaciones pertinentes a partir de la lectura de una expresion o de la transfor-
macién de una expresion en otra equivalente. Esto supone un cambio complejo
de préctica que no puede ser abordado si no es en relacioén con aquello que los

estudiantes traen de su paso por la escuela primaria: la practica aritmética.
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PARTE 2: LAS LETRAS COMO VARIABLES

Una letra en una expresion con niimeros, ;jrepresenta

un niimero o muchos niimeros?

En su transito por la escuela primaria, es frecuente que los estudiantes traba-
jen con letras para expresar propiedades generales sobre los niimeros o sobre
las operaciones, para representar elementos geométricos o en las férmulas
de perimetros y areas. Durante los primeros afios de la escuela secundaria
es habitual que la entrada al 4lgebra se proponga mediante un trabajo con
ecuaciones donde la letra representa una incdgnita, un valor desconocido que
es necesario encontrar. En general, la ensefianza de las ecuaciones se centra
en el desarrollo de la habilidad para aplicar técnicas que permitan “despejar”
la incognita para hallar su valor.

Otra posibilidad es que los primeros encuentros de los estudiantes con
el lenguaje algebraico y su manipulacién sea a través de problemas que
involucren la generalizacidn. Esta es la opcidn que se toma en la segunda parte
de esta propuesta: las letras designan nimeros y pueden ser reemplazadas por
cualquier valor con el objetivo de estudiar la validez de algunas afirmaciones
aritméticas.

Con el objetivo de que los estudiantes comiencen a vincularse con estas
ideas se pretende instalar un trabajo en el que las letras no sean reemplazadas
para realizar cuentas y lograr un resultado (como puede ser el caso de las
formulas de 4reas), sino més bien para poder leer informacién en expresiones
con letras y transformar una escritura en otra equivalente con el objetivo de
obtener nueva informacidn sobre la expresion o fundamentar alguna conjetura.
Cabe sefalar que las actividades de esta Parte 2 pueden ser abordadas en el
conjunto de los nimeros naturales o en de los enteros.

Para presentar el trabajo, se podria plantear a los alumnos que analicen
expresiones numéricas y expresiones con letras para averiguar si una letra

representa un nimero o muchos.
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ACTIVIDAD 1
Sin hacer los célculos, estudien si es posible completar cada uno de los
espacios con un nimero para que la afirmacion sea verdadera. ;Pueden
encontrar mas de un nimero? Expliquen sus respuestas.

a) El resultadode 17 X 53 + ...... es un nimero par

b) El resultadode 6 X ...... es un nimero impar

c) El resultadode 5 % ...... + 11 es un nimero impar

d) El resultado de ...... X 4 + 22 es un numero par

Esta actividad trae un asunto nuevo para los estudiantes: la posibilidad de
probar o explorar con diferentes niimeros para decidir sobre la validez de cada
afirmacidn. Se inicia un trabajo en torno de la idea de variable aunque atn sin
que aparezcan las letras como un modo de atrapar una generalidad.

Los estudiantes, con un trabajo similar a lo analizado en la actividad 5 de la
Parte 1, pueden abordar esta actividad desde la lectura de la informacién que
portan las expresiones junto con alguna transformacion; o desde el estudio de
las cifras de las unidades del resultado del producto y la suma. Por ejemplo,
“el resultado de 17 x 53 + 3 es par porque el producto da impar y al sumarle
un impar el resultado final es par porque el resultado de 17 X 53 termina en 1
y al sumarle 3 terminaré en 4”.

Podrian elaborar, a su vez, estrategias mixtas en las que lean informacion de
las expresiones y también trabajen con las cifras de las unidades. Por ejemplo,
para el item c): “Cualquiera sea el niimero que se ponga, el primer término es
multiplo de 5 por estar multiplicado por 5, entonces el nimero que se obtiene
termina en 5 o 0, al sumarle 11 puede terminaren 6 o 1”.

Un ejemplo de una estrategia basada en la lectura y transformacién podria
serexpresaral 6 X ...... como3X2X...... , y asi concluir que el resultado sera
par porque esta multiplicado por 2.

Una vez que los estudiantes hayan abordado —individualmente o en pequefios
grupos— todos los items, se puede proponer un espacio de discusidn colectiva con

el objetivo de socializar la diversidad de respuestas que se hayan generado. Con
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varios valores posibles para cada uno de los items, podria proponerse una nueva
tarea: “Caracterizar cuales son todos los posibles valores con los que se puede
completar cada expresion para que cumpla la condicién pedida”. Preguntas

113

como “;Se puede completar con cualquier nimero?”, “;Con qué otros nimeros
podria completar el item...?” o “;Qué condicién debe cumplir un nimero para
que el resultado final sea par/impar?” permitirfan avanzar en esta tarea.

Por ejemplo, en el item c), los estudiantes podrian afirmar que “se puede
completar con cualquier nimero”. Pero para demostrar que estos nimeros son
todos, seria necesario validar que tanto los pares como los impares cumplen
lo pedido: “Si reemplazo por un nimero par, 5 X par dard como resultado
un nimero par —o terminado en O— y al sumarle un ndmero impar (11), el
resultado de la suma serda impar. En cambio, si se reemplaza por un nimero
impar, 5 X impar da como resultado un nimero impar y al sumarle 11 sera
par”. Con esta nueva tarea se estaria abordando la exhaustividad de las conje-
turas producidas por los estudiantes.

Las relaciones matemaéticas movilizadas en actividades anteriores son un
buen soporte para encontrar algin conjunto de nimeros que cumpla lo pedido
y para explicar, de manera coloquial, por qué esos conjuntos sirven como
respuesta. Por otro lado, no se trata de atrapar la generalidad de manera formal.
Adtn no se pretende avanzar hacia una escritura simbdlica de esta generalidad,
pero si es importante llevar un registro escrito de las conclusiones.

Otra novedad que trae esta actividad es que las respuestas no estan confor-
madas solo por niimeros sino que necesitan del uso de frases particulares. Por
ejemplo, “hay algunos nimeros que cumplen con lo pedido”, “no hay ningtin
ndmero natural que cumple con lo pedido” (item b), “cualquier niimero natural
cumple con lo pedido” (item d). Es decir, las respuestas a los items necesitan
del uso de cuantificadores.

Como ya hemos mencionado, la nocién de variable y el uso de cuantifica-
dores son dos asuntos que se inauguran en esta actividad y que seran objeto de
estudio en las actividades siguientes. Esta actividad puede complejizarse con

nuevos items, por ejemplo:
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Estudien si es posible completar cada uno de los espacios con un niimero,
para que la afirmacion sea verdadera.

€) ... X 4 + 9 es multiplo de 3

fy7x...... + 21 es mdltiplo de 7

2 TX...... + 2 es mdltiplo de 7

h)y3x...... + 36 es multiplo de 6

Si bien las ideas movilizadas sobre cuantificadores y la nocion de variable son
similares a las expresadas en los parrafos anteriores, para estudiar con qué niime-
ros completar ya no sirve la estrategia de analizar las cifras de las unidades.
Abhora sera necesario leer la informacién que portan las expresiones en términos
de multiplicidad. Para el tercero de estos items, posiblemente surjan afirmaciones
coloquiales del estilo “cualquier nimero con el que se complete la primera parte

de la cuenta dara un multiplo de 7 y al sumar 2 no serd miiltiplo de 7.

ACTIVIDAD 2

a) (Es cierto que si en 16 X 15 + a se reemplaza la letra a por el nimero
44, el resultado es multiplo de 4? ;Y si se la reemplaza por el 1547

b) ;Con qué otros nimeros podrian reemplazar la letra a para que el
resultado de 16 X 15 + a sea multiplo de 4?

¢) /Cuales son todos los valores por los que se pueden reemplazar la

variable a para que se obtenga un multiplo de 4?

Esta podria ser, para los estudiantes, una de las primeras actividades donde
aparece una letra formando parte de una expresion a estudiar. El item a) apunta
a que los estudiantes reconozcan que la letra puede ser reemplazada por un
nimero concreto, mientras que la idea del item b) es que, a partir de explorar
con diferentes valores de la variable a, identifiquen algunas caracteristicas de
los nimeros que cumplen lo pedido. Vale destacar que se propone un trabajo
con la letra asociado a una idea de variable; es decir, la letra es reemplazada

por diferentes nimeros y, al hacerlo, se obtienen expresiones numéricas con
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diferentes propiedades (algunas son multiplos de 4, otras no). Este es un trabajo
diferente de aquel que deviene de considerar ecuaciones en las cuales la letra
aparece como un nimero oculto, a descubrir, o a la manipulacién algebraica de
expresiones polindmicas, regida por “reglas de tratamiento”. Es un trabajo muy
basico con las expresiones, para nosotros, pero muy potente para que un prin-
cipiante construya un sentido para la letra dentro de una expresion algebraica.
En el item c) se propone que caractericen el conjunto de valores de a para
los que la expresion es multiplo de 4. Se trata de trascender la exploracion
numérica para formular —y luego validar— una propiedad general. Para resolver
esta actividad, los estudiantes pueden desplegar las estrategias que estuvieron
utilizando en las actividades anteriores: realizar la cuenta 16 x 15 + 44 = 284
y dividir por 4 a este resultado; o apoyarse en el trabajo de lectura de expre-
siones argumentando que 16 X 15 =4 x 4 X 15, por lo tanto es miltiplo de 4,
y como 44 es también un multiplo de 4, 16 X 15 + 44 serd multiplo de 4, como

se puede observar en algunas producciones.

Las siguientes producciones fueron elaboradas por estudiantes de se-
gundo afio de una escuela de la Provincia de Buenos Aires que no tra-

bajaron con todas las actividades que se presentaron anteriormente.

VICTORIA

® s

o

Durante la clase, Victoria aborda el inciso a) haciendo las cuentas

con calculadora y obtiene el nimero 284. Luego usa el criterio de
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divisibilidad del 4 para afirmar que el resultado es maltiplo de 4. En
el inciso b) propone ejemplos precisando que los nlimeros que suma
deben ser miultiplos de 4 pero no deja registrado cobmo controla que

el resultado es multiplo de 4.

GONZALO!
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Gonzalo enuncia que si a un multiplo de 4 le suma otro miltiplo de
4, el resultado sera multiplo de 4. Sin embargo pareciera no consi-
derar que ese sea un argumento suficiente para justificar su produc-

cion. Para validarla, realiza la cuenta de dividir.

SANTIAGO

1. Transcribimos textualmente el escrito del alumno con el propdsito de facilitar su lectura: "Si, es
multiplo de 4 porqgue si multiplicamos 16 o el 15 nos da un resultado (240) y este es multiplo de 4
y como 44 también es multiplo de 4 entonces si se los sumamos nos va a dar otro multiplo de 4 y
para averiguar esto tenemos que dividir nuestro resultado por 4, o sea 71".
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Esta actividad puede estudiarse en el campo de los nimeros natura-
les o en el de los ntimeros enteros. Santiago reemplaza con algunos
nimeros negativos y controla que todos sean multiplos de 4. Para
afirmar si el resultado es miltiplo de 4 realiza la cuenta de dividir y
verifica que “el resultado es entero y no da con coma”. En esta pro-
duccién se puede observar que para Santiago el signo igual anuncia
el resultado de una cuenta y no una relacién de equivalencia, que es
el uso que se le da en el trabajo algebraico. Si bien para los docentes
esta idea puede resultar sencilla, para los estudiantes puede no serlo,
por lo que estas diferencias tienen que ser tenidas en cuenta desde
la ensefanza.

Es posible que los estudiantes, al producir estos u otros ejemplos
para el item b), intuyan una condicién general para los valores que
puede tomar la variable: “La variable se puede reemplazar por cual-
quier multiplo de 4”. El item c) invita a avanzar hacia la formulacién
de esta conjetura (que en las producciones anteriores pareciera estar
implicita), para luego proponer un trabajo en torno a su validacidn.

Para movilizar estos andlisis se pueden proponer preguntas como:
“Los nimeros que ustedes usaron son maltiplos de 4, ;qué otros ni-
meros puedo usar?” o “;Se puede reemplazar por cualquier multiplo
de 47”. Estas preguntas tienen la intencion de hacer explicita la idea
que si se reemplaza la variable por miltiplos de 4, el resultado de
todo el célculo serd multiplo de 4.

A partir de producciones como la de Gonzalo en el item a), se puede
plantear una nueva actividad y sumar mas preguntas: “;Sera verdad
lo que dice Gonzalo, que ‘si a un multiplo de 4 le sumo otro miltiplo
de 4, el resultado también es multiplo de 4°?”, o “;Cémo podriamos
estar seguros sin necesidad de hacer la cuenta de dividir?”. De manera
similar a lo realizado antes para los multiplos de 3 (ver actividad 5

de la Parte 1), se puede avanzar en una validacién de esta conjetura.

39
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Al igual que en la actividad 1, para avanzar hacia un estudio exhaustivo de
los valores que puede tomar la variable, se puede proponer que se analice la
expresion para valores de la variable que no sean multiplos de 4. Si se lo con-
sidera adecuado, es posible agregar items que, manteniendo el foco, movilicen
cuestiones un poco mas complejas en relacion con el estudio del dominio de

validez de cierta afirmacion.

d) ;Cuéles son todos los valores por los que se pueden reemplazar la
variable a para que la expresion 2 X 15 + a sea multiplo de 4?
e) (Cudles son todos los valores por los que se pueden reemplazar la

variable a para que la expresion 15.787 + a sea multiplo de 10?

Desde el inicio, la siguiente actividad compromete a los estudiantes en el anali-
sis de la exhaustividad: deben estudiar la validez de algunas afirmaciones para
cualquier valor de la variable. Los diferentes valores que den a las variables no
alcanzan para probar la validez de las afirmaciones. En este sentido, se propone

que identifiquen regularidades a partir de la lectura de la expresidn algebraica.

ACTIVIDAD 3

a) Si es posible, encuentren tres valores de la variable m para los cuales
2m + 1 sea impar, y tres valores de m para que no lo sea.

b) Si es posible, encuentren tres valores de la variable ¢ para los cuales
2t + 4 sea multiplo de 4, y tres valores de ¢ para que no lo sea.

c) Si es posible, encuentren tres valores de la variable n para los cuales

9n + 3 sea multiplo de 3, y tres valores de n para que no lo sea.

Esta actividad permite seguir avanzando en la construccién de un tipo de
préactica: reemplazar los valores de la variable para analizar si la expresion
numérica que queda determinada cumple —o no— cierta condicién. A su vez,
también se propone discutir con los estudiantes algunas ideas centrales para

validar afirmaciones generales cuyo dominio de validez es infinito:
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e Probar con algunos ejemplos que cierta condicién se cumple, no es su-
ficiente para probar que la afirmacién es verdadera. Hay que garantizar
que se estian considerando todos los casos.

e Un contragjemplo es suficiente para validar la falsedad de un enunciado.

Las expresiones algebraicas que se incluyen en la actividad 3 presentan,
por primera vez en esta secuencia, expresiones en las que la variable apa-
rece dentro de un producto (2m + 1). Es probable que el docente nece-
site explicitar en este momento que 2m es otra forma de escribir 2 - m o
2 X m, ya que podria interpretarse, por ejemplo, que 2m es un nimero
entre 20 y 29.

En los items a) y c¢) los estudiantes se enfrentardn con que no pueden
encontrar valores de la variable que cumplan algunas de las condiciones
pedidas (que den par, en el primer caso, y que no sea multiplo de 3, en el
segundo). Tras varios intentos, quizds comiencen a sospechar que no existen
valores de la variable que cumplan con lo pedido. En el item b), al explorar con
valores pares e impares de ¢, los estudiantes encontrardn que la expresion es
multiplo de 4 solo para los valores de ¢ pares.

A medida que se comparten con toda la clase algunos ejemplos de cada uno
de los items, se pueden ir dejando por escrito las conjeturas generales que los
estudiantes seguramente iran formulando. Por ejemplo, para a) y c) pueden
aparecer formulaciones del tipo “para cualquier valor de la variable, 2m + 1
da impar”, “no existe ningdn valor de m que haga que 2m + 1 dé par” o “para
cualquier valor de la variable, 9n + 3 es multiplo de 3”.

Para el item b), por ejemplo, pueden surgir:

e “2t + 4 da como resultado un multiplo de 4.”

e “2t + 4 no da multiplo de 4.”

e “2t+ 4 da multiplo de 4 para algunos valores de la variable” o “2¢t + 4 a
veces da multiplo de 4”.

e “2t 4+ 4 da multiplo de 4 si r es maltiplo de 4.”



42 ENTRE DOCENTES |

Una vez que todas las conjeturas estan escritas en el pizarrén, el docente puede
proponer, como una nueva tarea, estudiar cada una de estas conjeturas: es decir,
analizar si son verdaderas o falsas y tratar de explicar por qué. Las validaciones
de la conjetura que los estudiantes elaboren en el item a) pueden basarse en el
estudio de finitos casos; esto es, a partir de diez casos en los que se solo se analice
la cifra de las unidades del niimero 2m que, sea cual sea el valor de m, termina
en 0, 2, 4, 6 u 8. Otros argumentos podrian analizar que 2m es par para cualquier
valor de m porque esta multiplicado por 2 y, al sumarle 1, siempre dard impar.
Para validar que la expresion 9n + 3 es multiplo de 3 para cualquier valor
de la variable, pueden surgir frases parecidas a las del item a). “Como 9 es
multiplo de 3, 9n siempre es miltiplo de 3”. Otra posibilidad es que trans-
formen la expresion 9n en la expresion equivalente 3 X 3 X n, lo que permite
argumentar que 9n + 3 es multiplo de 3 para cualquier valor de n. También es
posible que los argumentos de los estudiantes estén apoyados en explicaciones
generales sin usar la letra n. Por ejemplo, “hacer la cuenta 9 X 2.354.627 es lo
mismo que hacer 3 X 3 X 2.354.627, y va a pasar lo mismo cuando se reemplace
a n con cualquier otro valor”. Para producir este tipo de explicacion a partir
de dar un valor determinado a la variable, es importante que los estudiantes
no realicen los calculos para poder leer la informacién que porta la expresion.
El anélisis de la validez de expresiones como “2¢ + 4 da como resultado un
multiplo de 4” o “2¢ 4+ 4 no da multiplo de 4” es un momento interesante para
trabajar la nocién de contraejemplo, idea que puede resultar poco familiar
para los estudiantes: en matemadtica, para justificar que una afirmacién es
falsa, basta con encontrar un ejemplo en el que la afirmacién no se cumpla.
Luego, el docente podria proponer una nueva tarea que retome la frase “2z +
4 a veces da maltiplo de 47, que surge del andlisis del item b), donde se pregunta
por valores de la variable ¢ para los cuales 2¢ + 4 es multiplo de 4. Como ya
mencionamos, a partir de la primera exploracion, los estudiantes podrian haber
elaborado conjeturas tales como “si ¢ es multiplo de 4 o si ¢ es par, la expresion
va a ser multiplo de 47, y haber brindado argumentos para validarlas. Esta

puede ser una buena oportunidad para analizar que si bien ambas conjeturas
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son correctas, con una (¢ puede ser miltiplo de 4) se obtienen menos multiplos
de 4 que con la otra. Para esto, el docente puede preguntar “si a la variable ¢ se le
dan valores multiplos de 4, ;cuénto tiene que valer ¢ para que 2¢ + 4 valga 167"
No se espera que los chicos respondan a partir de plantear ecuaciones sino que
exploren con diferentes valores de 7. Tampoco se pretende que los estudiantes
validen que con todos los valores pares de ¢ se consiguen todos los miltiplos 4.
Mas bien, se trata de que identifiquen las diferencias entre una y otra conjetura.

Como ya hemos sefialado, con las actividades presentadas en este apartado
se comienzan a desplegar algunas ideas sobre el concepto de variable y sobre
la lectura de informacién de una expresion que incluye una variable. A su vez,
se refuerzan ciertas propiedades sobre multiplos y divisibilidad que se desple-
garon en las primeras actividades. Si bien todas estas ideas se irdn enrique-
ciendo y precisando con el trabajo que se propone a continuacidn, nos parece

importante que queden identificadas en las carpetas de los estudiantes.

Sobre la nocion de miiltiplo, por ejemplo:

e Si se suman dos miltiplos de un mismo nimero, el resultado sera
también miltiplo de ese nimero, no hace falta hacer la cuenta
para comprobarlo. Por ejemplo: 480 + 24 es miltiplo de 4 porque
480 es multiplo de 4 y 24 también.

Sobre la nocion de variable y la validez de una afirmacion:

e Una afirmacion en la que intervienen exclusivamente niimeros
puede ser verdadera o falsa. Por ejemplo: la afirmacién “2 X 6 +
4 es multiplo de 4” es verdadera, mientras que la afirmacién “2 X
6 + 4 es multiplo de 5” es falsa.

e Si en una expresion con nimeros y operaciones hay una letra,
esta se puede reemplazar por distintos valores. A esta letra se la

llama variable.

continda en la pagina siguiente >>
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e En una afirmacién que involucra una expresiéon con nimeros y
letras, hay que analizar para qué valores de la letra es verdadera
la afirmacidn.

e Si se quiere estudiar la validez de una afirmacién en la que inter-
vienen expresiones con variables, se pueden dar tres situaciones
excluyentes:

Que sea verdadera para cualquier valor de la variable, en este
caso la afirmacion sera verdadera.

Que sea verdadera para algunos valores de la variable y para
otros no, en este caso la afirmacion sera falsa.

Que ningln valor de la variable sirva para lograr que la
afirmacion sea verdadera, por lo tanto sera falsa.

También, a partir del analisis de la exhaustividad de una afirmacién

general (propuesta en las actividades 1, 2 y 3), se puede registrar:

e Cuando se estudia la validez de una afirmacién general, por
ejemplo sobre todos los nimeros que cumplen una condicidn,
se necesita analizar cudles nimeros la cumplen y cuéles no la
cumplen. Por ejemplo: en la expresion 15 X 16 + a, si se reemplaza
a la variable a por un multiplo de 4, el resultado sera multiplo de
4; y si se reemplaza por un nimero que no es mdltiplo de 4, el

resultado no sera maltiplo de 4.

ACTIVIDAD 4
Determinen si las expresiones dan como resultado nimeros pares para
cualquier valor de m, para ningin valor de m o para algunos valores de
m si y para otros no.

a)dm + 2

b) 2m+1) X6

c)m+1)x5

dCm+1DXT+2
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La intencién de esta actividad es que los estudiantes profundicen el estudio de
los cuantificadores (para todo valor, para algunos valores, para ningtin valor
de la variable) asociados al estudio de la validez de afirmaciones generales
sobre expresiones algebraicas. Se espera que, apoyados en el tipo de trabajo
desplegado en actividades anteriores, exploren asignando diferentes valores a
las variables y que, a partir de alli, elaboren conjeturas generales que incluyan
los cuantificadores, para luego validarlas.

El anilisis del primer y el segundo item permite elaborar conjeturas
parecidas a las estudiadas en la actividad 3, “4 (o 6) por cualquier nimero, da
par”. También, apoyandose en relaciones que se establecieron en actividades
anteriores, es posible que escriban “4m + 2” como “2 X 2 X m + 2” y puedan
argumentar sobre la paridad de la expresion.

El estudio de los valores de m para los que (m + 1) X 5 es par, puede dar
lugar al estudio exhaustivo de los valores de m para los que la expresion es par
y de aquellos valores para los que no lo es.

El item d) puede resultar novedoso, ya que no hay valores de la variable
para los que (2m + 1) X 7 + 2 dé como resultado un nimero par. Hasta ahora
se trabajé con validaciones generales en relacién con “cualquier valor de
la variable” o “para algunos valores”. Este item incorpora la necesidad de
argumentar sobre una expresion que nunca cumple con la condicién pedida.

Como cierre de esta parte en la que se comienza a trabajar con letras
como variables, se puede proponer una actividad que permita revisar lo
que se estuvo trabajando y, a la vez, identificar qué es lo que los alumnos
piensan que es lo importante y debe ser registrado. Esto contribuye a que
los alumnos organicen su estudio, identificando lo que han aprendido y las
posibles dudas, pero también a que el profesor tome decisiones acerca de
cémo continuar con el tema.

Una posibilidad, entre las distintas instancias posibles para el repaso que se
desarrollan en el documento “La formacién de los alumnos como estudiantes.
Estudiar matematica” (Gobierno de la Ciudad Auténoma de Buenos Aires,

2005), es la escritura de una breve sintesis, a modo de “machete”.
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Escriban en parejas, para cada item, “un machete” que les recuerde como

analizar que:

a) El resultado de 6m + 9 es miltiplo de tres para todo valor de la
variable m.

b) El resultado de 6m + 9 no es miultiplo de 6, sea cual sea el valor de m.

Las siguientes actividades proponen que sean los estudiantes los productores

de expresiones con variables que cumplan ciertas condiciones.

PARTE 3: PRODUCIR Y ANALIZAR EXPRESIONES CON VARIABLES

;Qué se puede cambiar en una expresion sin que

cambie lo que se afirma?

Hasta aqui, los alumnos analizaron distintas expresiones con letras y nimeros.
En esta dltima parte de la propuesta, se avanza en la producciéon de expre-
siones que cumplan ciertas condiciones, lo que llevard también a descubrir
expresiones equivalentes. El desafio que se presenta ahora a los alumnos es
analizar si cambia la validez de lo que se afirma cuando se producen ciertas

transformaciones en una expresion.

ACTIVIDAD 1
En cada caso, completen la expresion para que sea verdadera para

cualquier valor de la variable m:

bSXm+2)+...... es multiplo de 5

En la actividad 1 de la Parte 2 se propuso a los estudiantes que completaran

expresiones numéricas con el objetivo de que cumplieran cierta condicion (que

sea par, multiplo de 3, etc.). En este caso, se invita a que completen expresiones
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con variables, lo que involucra el control de dos condiciones al mismo tiempo:
la que refiere a la divisibilidad de la expresion y la que refiere a los valores de
la variable (en este caso, para cualquier valor).

A continuacidn se analizan diferentes producciones de alumnos de segundo

afio de la Provincia de Buenos Aires:

Rocio

Q) 2. 4 2 (othdymenes’ o
b) 5 (an +2) + 5 (2465

1PA 80 g/m?2 de Celulosa |

En el primer item, Rocio usé el paréntesis para aclarar que se puede
completar con cualquier niimero par y, en el segundo, para aclarar que

hay una sola posibilidad. Luego explic6 sus decisiones por escrito:

®n
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En esta explicacion, Rocio menciona las caracteristicas que tienen que
cumplir los ndmeros que elige como respuesta (los pares) y también
caracteriza a aquellos que no sirven como respuesta (los impares). Si
bien pareciera haber una validacion “circular” de por qué los pares
funcionan (porque los impares no), esta explicacion puede dar lugar

a un trabajo en torno a la exhaustividad de su afirmacién. Lo mismo
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hace en el segundo item, donde dice que solo puede completarse con

el nimero 5 y también intenta mostrar que con otros valores no da

multiplo de 5. Aqui, la exploracion se reduce a tres ejemplos (5, 2 y 3)

que no completan todos los casos posibles. No es una caracterizaciéon

exhaustiva de los nimeros como la de par-impar que us6 en su primer

analisis. De esta manera, Rocio pierde el control sobre algunos ejem-

plos que no estan abarcados en los que propone.

ToMmAS?
Nz b

o421

H 2D

Seguramente apoyado en ideas movilizadas en actividades anterio-

res, Toméas concibe a la letra m como una variable que puede ser

reemplazada por diferentes valores. Atin necesita realizar las cuen-

tas para corroborar o para explicar que el resultado cumple con las

condiciones pedidas.

JULIETA

® 5(em L+ cualguier obmero g teerricl e O 0 end
Como Q) resubado do ML \ :

S e

s dospues 10 eska
Xeomed,

WYroneen O 0

La explicacion que escribe Julieta presenta rasgos de generalidad.

En su escrito afirma que, sin importar el valor de m, el primer

2. Transcribimos textualmente el escrito del alumno con el propdsito de facilitar su lectura: a)
2m+2b)5x(m+2)+0
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término es multiplo de 5. El analisis de las producciones de Tomas
y Julieta podrian ayudar a Rocio a ajustar su respuesta del item b),
considerando al 0 y otros niimeros que terminen en 0 o 5 como
posible nimero con el que completar la expresiéon 5 X (m + 2). Del
mismo modo, la produccién de Rocio, que hace referencia explicita
a “para cualquier valor de m”, puede colaborar a que Julieta explici-

te esto en su escrito.

Es frecuente que las producciones muestren posiciones diferentes respecto de
la formulacioén y la explicacion de un enunciado general. Estas diferencias
pueden ser tomadas como punto de partida para el andlisis y la discusién con
todo el conjunto de la clase. Por ejemplo, se pueden escribir las producciones
en el pizarrén y dar unos minutos para que el resto de la clase las analice con

una nueva tarea:

e entender cada una de ellas
e decidir si dan respuesta a lo que se plantea

e identificar similitudes y diferencias entre ellas

Entendemos que la discusion colectiva puede ayudar a que todos los estudian-
tes valoren lo que le aporta una produccién a otra y, a su vez, servir para que
se fortalezca el trabajo de argumentacién atendiendo tanto al analisis de la
validez de las afirmaciones como al de la generalidad de las respuestas. La
actividad que sigue invita a los estudiantes a producir ellos una expresién que
cumpla con ciertas condiciones. Es una actividad dificil, pero valiosa para que
los estudiantes exploren con diferentes expresiones, analizando si cumplen o

no con las condiciones pedidas.

ACTIVIDAD 2
En cada caso, escriban una expresiéon con una variable para que la

afirmacion sea verdadera.
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a) La expresion ...... da un nimero impar para cualquier valor de la
variable.

b) La expresion ...... da un multiplo de 6 para cualquier valor de la
variable.

¢) Ningtin valor de la variable hace que la expresion ...... dé un multiplo de 6.

Se propone que en esta actividad haya dos momentos de trabajo bien defini-
dos y diferenciados para los estudiantes: uno en el que en pequefios grupos
produzcan expresiones que cumplan lo pedido y otro de analisis colectivo de
las mismas, con la intencion de estudiar la validez de algunas producciones y
compararlas.

Una vez que los estudiantes ensayaron y produjeron expresiones, el docente
puede invitar a un representante de cada pequeiio grupo de trabajo a escribirlas
en el pizarrén para luego ponerlas en discusion. Es importante que en este
espacio se genere la posibilidad de analizar, discutir y aprender algo nuevo a

partir de otras producciones. Para ello, serd importante que el docente:

e Decida previamente qué tipo de producciones seran las elegidas para dis-
cutir de forma grupal. Lo ideal para generar un nuevo momento de pro-
duccién colectiva es que estas sean diferentes entre si, que algunas sean
correctas y otras no, que no sean muy disruptivas para el conjunto de la
clase (por mas que estén bien).

e Explicite claramente que se trabajard en torno a una nueva tarea: anali-
zar cada una las expresiones algebraicas escritas en el pizarron, dar una
explicacion de por qué cumplen o no lo pedido, y completar o modificar
aquellas expresiones que resulten incompletas o erréneas.

e Contemple un nuevo tiempo de trabajo, diferenciado claramente de la

actividad que se estaba resolviendo en un principio.

Veamos algunos ejemplos de producciones con distintos grados de generali-

dad y diferentes escrituras para dichas expresiones.
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La siguiente imagen muestra las producciones que quedaron escri-
tas en el pizarron, luego de realizar esta actividad, con el mismo
grupo de alumnos cuyas producciones fueron analizadas en la acti-

vidad 1 de esta parte.

En este pizarrdn, se observan expresiones con distintos grados de ge-
neralidad y diferentes escrituras para dichas expresiones. Algunas de
estas escrituras son convencionales, en otras aparecen combinados
simbolos mateméticos con expresiones en lenguaje coloquial.
En este curso ya se habia trabajado con la expresion 2¢ + 1, por lo que la
profesora les pidi6 que ensayaran con otras expresiones para completar
el item a). En el pizarrén se observa que Gonza, para el item a), escribi
la férmula 4m + 1 y que luego agregd que el 4 puede ser reemplazado
por cualquier nimero par. En cambio, Juli T. produjo la férmula 2m +
3. Su explicacion fue que “como todo nimero multiplicado por 2 me
va a dar par, le sumé un niimero impar, asi me daba como resultado
impar”. Probablemente, ambos se apoyaron en 2¢ + 1 para producir su
férmula: Juli generaliza a partir del 2 y Gonza lo hace a partir del 1.
Entre las producciones para este item, se encuentra una que se di-
ferencia de las demas: “M:M + 2 = impar”. Esta expresion involucra

una division utilizando dos veces la variable m. En su explicacion,

51
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el estudiante explicita que la primera parte de la cuenta dara 1, cual-
quiera sea el valor de m que se reemplace.

En las expresiones que armaron para el item b) se observan di-
ferentes grados de generalidad en sus escrituras: “6m + 127, “6m +
cualquier nimero multiplo de 6”. La discusion colectiva puso en did-
logo las diferentes producciones, llegando a algunas conclusiones:

Para elaborar una expresion que dé impar para cualquier valor

de la variable m, se puede escribir un nimero par multiplicado

por m mas un nimero impar. Por ejemplo: 4m + 1 da impar para

cualquier valor de la variable m.

Para elaborar una expresion que dé mdaltiplo de 6 para cualquier

valor de la variable m, se puede escribir un multiplo de 6m mas

un multiplo de 6.

Para elaborar una expresion en la que ningtin valor de la variable

m haga que la expresion sea multiplo de 6, a 6m hay que sumarle

un nimero que no sea multiplo de 6. Por ejemplo: 6m + 13.

ACTIVIDAD 3
En cada caso, estudien para qué valores de la variable n:
a) 8n + 2n termina en 0
b) 3n + 2n + 1 da par
¢) 3n + 3 + n es mdltiplo de 4
d) 121n + 1 es mdltiplo de 4
e) 5 X (n + 3) + n es multiplo de 3

Esta actividad tiene como objetivo que los estudiantes comiencen a transfor-
mar una expresion algebraica en otra para poder leer, en la nueva expresion, la
informacion que se necesita para decidir cudles son los valores de la variable
para los que se cumple la afirmacion. Aparece una idea de equivalencia de
expresiones algebraicas apoyada en un proceso de transformacion: “dos expre-

siones son equivalentes si al transformar una, obtengo la otra”.
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Del mismo modo que en las actividades anteriores, es posible que los
estudiantes comiencen con un trabajo de exploracién numérica que les permita
formular ciertas regularidades y validarlas a partir de leer o transformar las
expresiones. En algunas de las aulas en las que se trabajo este problema ocurrid
que los estudiantes, inmersos en un trabajo exploratorio, reemplazaron por un
valor una n de la expresion y con un valor diferente la otra n del término.
Por ejemplo, en el item a), cambiaron la primera n por 2 y la segunda por
3, obteniendo: 8 X 5 + 2 X 3. Es una oportunidad para que los estudiantes
aprendan que, en cada expresion, la letra n representa el mismo nimero.
Seguramente sera el docente quien tenga a su cargo explicitar esta idea.

En el inciso a), es posible que prueben con varios ejemplos y observen que
siempre el nimero obtenido termina en 0. En las actividades anteriores ya fue
discutido que probar con ejemplos y realizar los cilculos ayuda a formular
conjeturas pero no permite explicar por qué una regularidad ocurre para
cualquier valor o para ningtin valor de la variable. Es decir, reemplazar por
nimeros y realizar los calculos no permite explicar por qué la expresion 8n +
2n termina en cero para cualquier valor de la variable 7.

Nuevamente, el recurso del ejemplo genérico puede ser una buena estra-
tegia al alcance de los estudiantes. Por ejemplo, una validacion para el item a)

podria ser:

Sin=3->8%x3+2X3=0C3+3+3+3+3+3+3+3)+3+23)

— 8 veces 3 + 2 veces 3 = 10 veces 3.

Tomando esta produccion, el docente puede preguntar al conjunto de la clase
si pasa lo mismo si n = 45.639. ;Cémo se puede explicar que 8 X 45.639 + 2 X
45.639 = 456.390?

Del mismo modo, el docente puede proponer realizar este trabajo con las

letras y llegar a la conclusion que

n+2n=m+n+n+n+n+n+n+n+ n+n =10n.
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Ambas expresiones son iguales para cualquier valor de la variable. Esto se
puede afirmar, ya que las transformaciones se basan en propiedades de los
nimeros y las operaciones.

En el item b), es posible que algunos estudiantes sumen los tres términos
de la expresion (obteniendo 6n) y respondan que para cualquier valor de la
variable la expresiéon da un nimero par. Esta produccién puede confrontarse
con aquellas que controlen que se suma 5 veces el valor de la variable y luego
el 1. De nuevo, la nocién de producto como sumas reiteradas del mismo
nimero es una idea central para poder comparar las dos estrategias mencio-
nadas anteriormente.

A partir de las transformaciones que los estudiantes tienen que realizar
sobre una expresion para obtener otra, aparece un sentido del signo igual (=)
diferente al que habitualmente ellos reconocen (anuncio de un resultado).
En este caso, el igual da cuenta de que ambas expresiones son iguales “para
cualquier valor que tome la variable”, es decir, son expresiones equivalentes.

El item d) presenta una novedad respecto de los anteriores: para poder decidir
el dominio de validez de la afirmacion (es decir, todos los valores de la variable
que hacen verdadera la afirmacién) se necesita transformar el 121n + 1. La
descomposiciéon 120n + n + 1 puede ayudar a establecer que 1207 es multiplo
de 6 para cualquier valor de la variable, pero n + 1 no lo sera para cualquier
valor. La actividad se redirecciona a estudiar qué valores de la variable provocan
que n + 1 sea multiplo de 6. Si se considera conveniente, se puede proponer una

nueva tarea de produccién de expresiones parecida a la actividad 1. Por ejemplo:

Completen las expresiones para que sean verdaderas para cualquier valor
de la variable:

a)2m+ ...... es multiplo de 4

b)SXm+2)+...... termina en 0

Algunos estudiantes sostienen que no es posible completar las expresiones

para que “sea multiplo de 4 para cualquier valor de la variable”. Al completar
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la expresion con un niimero concreto logran que, por ejemplo, la primera
expresion sea multiplo de 4 para algunos valores de la variable y para otros no.
La decision sobre como completar estas expresiones conlleva una dificultad
mayor en relacién con la actividad 1 de esta parte, ya que se necesita comple-
tar con expresiones que también contengan a la variable m. La actividad 3, en
la que aparecen expresiones con dos o tres términos con la misma variable,
puede ser un buen punto de apoyo para abordar esta actividad.

Con el objetivo de avanzar en la sistematizacion de lo trabajado, se puede
proponer a los estudiantes producir en parejas algunas expresiones que
cumplan ciertas condiciones y que luego registren las recomendaciones
que le darian a un compafero o que anotarian en un machete. En funcién de
los conocimientos del grupo, distintas parejas podrian trabajar con distintos
ejemplos y avanzar en una sintesis con enunciados de mayor nivel de genera-

lidad, elaborados por el conjunto de la clase.

ACTIVIDAD 4

a) Escriban dos expresiones con una variable de modo que se verifique
que:

......... es multiplo de 6 para cualquier valor de la variable.
Ningtn valor de la variable hace que ......... sea multiplo de 6.

b) ;Qué recomendacién le darfan a un compafiero para ayudarlo a
inventar una expresion con una letra que, para cualquier valor que se le
dé a la letra, tenga como resultado un multiplo de 6?

¢) {Qué recomendacion le darian para inventar otra expresion que para

algunos valores dé un resultado multiplo de 6 y para otros no?

Independientemente de los ejemplos que se elijan y de las recomendaciones que
elaboren los alumnos, serd importante revisar el uso de los cuantificadores, pre-
cisar el nivel de generalidad de lo que se afirma y destacar que transformar una
expresion en otra equivalente es una estrategia ttil para advertir relaciones y

determinar para qué valores de la variable se cumple una determinada condicién.
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REFLEXIONES FINALES

En las actividades anteriores se presentd una entrada posible al trabajo alge-
braico, apoyado en diferentes conocimientos aritméticos con que los estudian-
tes llegan a la escuela secundaria. En la Parte 1, si bien solo se utilizaron
expresiones numéricas, se promovid un razonamiento con rasgos de trabajo
algebraico. En el marco aritmético las relaciones no son relevantes, se escon-
den u ocultan en el resultado de la cuenta. En el marco algebraico, en cambio,
se “leen” las relaciones que ofrece la cuenta o se transforma la cuenta para
identificar una nueva relacion.

En la Parte 2 se trabajé en torno a la lectura y las posibles transformaciones
de expresiones algebraicas, que estuvieron al servicio de la formulacién de
conjeturas y la validaciéon de las mismas. Para este trabajo fue central la idea
de que una letra que forma parte de una expresion puede/debe ser reemplazada
por diferentes valores; es decir, las letras se conciben como variables.

La necesidad de validar propiedades que surgen del andlisis de las distintas
actividades es una de las cuestiones que atraviesa todo el documento. Muchas
veces ocurre que en ese intento de validacidn, los chicos usan ejemplos para
explicar algo que observan y que va mas alla de los nlimeros que ponen en
juego en dicha explicacion. Es resumen, los alumnos ven en los ejemplos que
ellos mismos proponen ciertas regularidades ttiles para explicar la propiedad
que se esta estudiando. Por ejemplo, para explicar que impar + impar = par,

los estudiantes pueden argumentar del siguiente modo,

1243 + 3245 =1242 4+ 1 4+ 3244 + 1 = 1242 4+ 3244 + 2,

y explicar: “Desarmé al 1243 para que me quede el anterior, que es par + 1;
lo mismo hice con el 3245. Después sumé los pares y los unos y me dio par’.
A este tipo de argumentos se los conoce como ejemplos genéricos, porque si
bien se basan en un caso particular, ese caso es tomado como representativo

de aquello que se quiere explicar.
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El siguiente parrafo propone una reflexiéon sobre dos tipos diferentes de

ejemplos para el tratamiento de la generalidad:

[...] los ejemplos cobran valor cuando —producidos o no por el alum-
no— estin insertos en el marco de una cierta problematizacién. La
funcién que cumple el ejemplo en la produccion de una ley general
depende entonces de la actividad realizada alrededor del mismo.
En funcién de esta actividad, el resultado puede ser que el ejem-
plo juegue un papel importante en el andlisis de la validez de una
propiedad o, por el contrario, que el alumno no llegue a establecer
ninguna regularidad a partir de los ejemplos, o sea que el ejemplo
no sea ejemplo de algo.

Muchas veces los alumnos trabajan sobre un caso particular, es-
tableciendo el caricter necesario de una cierta propiedad a través
de un razonamiento sobre ese caso. Esto es muy diferente de pensar
que es suficiente para afirmar la validez de una propiedad probar
que se verifica en algunos ejemplos. ;En qué reside la diferencia? En
el primer caso, hay un razonamiento que permite deducir la necesi-
dad de una cierta ley, aunque ese razonamiento se realice sobre un
caso particular; en el segundo, la comprobacién es de tipo empirico
y no permite acceder a las razones que hacen posible la validez de
la propiedad con la que se esta trabajando (Gobierno de la Ciudad

Auténoma de Buenos Aires, 2001: 68).

En su recorrido futuro, los estudiantes seguramente tendrdn que aprender a

trabajar con ecuaciones. Un trabajo algebraico como el desplegado en esta

propuesta, en el que se estudia el dominio de validez de una afirmacién que

incluye una expresion algebraica y donde las letras representan variables,

ofrece buenas condiciones para que los estudiantes comprendan que una ecua-

cién representa una afirmacion sobre la que hay que determinar el dominio de

validez de la misma.
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CAPITULO 2

Las alturas de un tridngulo: la construccién de
su definicién

Sabrina Maffei, Rodolfo Muriia y Carmen Sessa

INTRODUCCION

En la elaboracion de esta propuesta se ha considerado el eje “Geometria y
medida” que proponen los Nudcleos de Aprendizajes Prioritarios (NAP) para la
Formacién General del Ciclo Bésico de la Educacién Secundaria. En particu-

lar, para primero y segundo afio se propone:

El analisis y construccién de figuras, argumentando en base a propieda-

des, en situaciones problematicas que requieran:

e determinar puntos que cumplan condiciones referidas a distancias y
analizar afirmaciones acerca de propiedades de las figuras y argumen-

tar su validez (Ministerio de Educacion, 2011).

El objetivo de esta secuencia es dotar de mayor significado a la nocién de alturas
de un tridngulo y discutir en el aula acerca de su trazado. En esta secuencia la
definicién aparece como una sintesis, como un punto de llegada de un trabajo
sobre un tipo de problema, invirtiendo el camino usual de la definicién a los
problemas de aplicacion.

Sostenemos que este modo de organizar los aprendizajes en la escuela permite
dotar de mayor sentido para los estudiantes a las definiciones de nociones matema-

ticas. Esperamos que este capitulo pueda ser un ejemplo de lo que afirmamos.
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Desde nuestro punto de vista, el trabajo de los estudiantes en torno a la
resolucion de una o varias tareas se constituye como el punto de partida de
otro trabajo que se dirime en el espacio colectivo y que necesita una fuerte
presencia del docente. Preferimos no referirnos a ese espacio con el término de
“puesta en comun” porque creemos que en este espacio no solamente se ponen
en comiin las estrategias de los alumnos, sino que es un momento de trabajo
sobre las resoluciones que puede incluir compararlas, analizarlas entre todos
o generalizar, y donde el docente puede agregar preguntas que no estaban
explicitas en el enunciado inicial de la actividad.

En este capitulo sugerimos intervenciones docentes para ese espacio de
discusidn colectiva. Incluimos también comentarios acerca de las intenciones
didacticas que tuvimos al disefiar las actividades, anticipamos posibles estra-
tegias de los alumnos y proponemos ideas para la gestion docente en el aula.
Ademas, incluimos producciones de alumnos y registros de lo ocurrido al
desarrollar estas actividades en un segundo afio de la Escuela Secundaria
n° 69' del distrito de Lomas de Zamora. La experiencia se desarrollé en dos

clases semanales de dos horas cada una, durante tres semanas.

HACIA LA DEFINICION DE LA NOCION DE ALTURAS
DE UN TRIANGULO

La propuesta esta orientada a que los alumnos comprendan la nocién de altu-
ras de un tridngulo, identifiquen que los tridngulos tienen tres alturas —una
por cada lado que se elija como base— y aprendan a trazarlas.

Las cuatro primeras actividades que presentamos enfrentan a los alumnos
con tareas que ponen en juego las tres alturas de un tridngulo, atin antes de
haber trabajado una definicién de ese objeto. Son justamente preparatorias

de la definicidn, en el sentido de que se construyen ahi relaciones que luego

1. Equivalente a 1°rafio de educacion secundaria en las jurisdicciones con nivel primario de 7 afos.
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se plasman en ella. Por esta razdn, no utilizaremos todavia el nombre formal
“altura”, la intencidn es preparar el terreno para arribar a la definicién de altura

de un tridngulo relativa a un lado.

ACTIVIDAD 1

Ubiquen, si es posible, estos cinco tridngulos (imagen 1) dentro de los
renglones. Si lo consideran necesario, pueden apoyar los tridngulos sobre
ellos. Una vez que se aseguraron que caben entre los renglones, dibujen

el borde del triangulo.

» ()

Esta actividad fue pensada para ser resuelta en pequefios grupos. Cada grupo
necesita un juego de tridngulos y una hoja en la que hay dos pares de rectas
paralelas (renglones) a una distancia de 6 cm, inclinadas con respecto a los
bordes de la hoja.

Las medidas de los cinco tridngulos pueden ser diferentes, siempre que
respeten las caracteristicas que se explicitan en el andlisis, ya que cada
tridngulo esté elegido para trabajar distintas cuestiones relacionadas con sus
alturas y con la distancia entre los renglones. También es conveniente preparar
un juego de tridngulos de mayor tamaiio (por ejemplo, triplicando los lados y
la distancia entre renglones) para ser usados en el pizarrén del aula al momento

de hacer aclaraciones o durante la discusion colectiva.
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Se busca que los estudiantes adviertan que, dependiendo de la posicién en
que se lo ubique, un tridngulo puede entrar o no en la banda determinada por
dos renglones. Al dar la consiga pensamos que se puede conversar acerca de la
caracteristica geométrica que tienen los renglones en una hoja, con la intencién
de hacer explicito que son paralelos.

A su vez, cada uno de los tridngulos propuestos para el desarrollo de la
actividad tiene por intencion dejar al descubierto alguna relacion que sera reuti-
lizada en las siguientes actividades. Algunos de esos tridngulos pueden ser
ubicados de méas de una manera, por ejemplo el rosa (1), el naranja (2) y el celeste
@). El tridngulo amarillo (5) puede ser ubicado de una sola manera y el verde
(3) no entra dentro de los renglones en ninguna posicién. Volveremos sobre esto
cuando presentemos, un poco mas adelante, las anticipaciones de las estrategias
que pueden desarrollar los alumnos y las posibles intervenciones docentes.

Consideramos probleméticos a los triangulos verde (3) y amarillo (5). En
el primer caso, las alturas tienen medidas mayores a 6 cm. En el segundo, el
tridngulo entra solamente si se apoya el lado més largo sobre un renglén. Las
medidas de las alturas y los lados se explicitan en la imagen que veran a conti-

nuacion, pero no estan disponibles en los materiales de los alumnos.
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Una posible estrategia puede ser que los alumnos quieran ubicar los tridn-
gulos sin apoyarlos en los renglones. En este caso no tendrian inconvenientes
en colocar entre los renglones a los tridngulos rosa (1), naranja (2) y celeste (4).
Otra estrategia puede ser que apoyen los tridngulos sobre un renglén. Respecto
del tridangulo celeste, es muy probable que sea apoyado sobre el lado [ porque
queda més “achatado”. En caso de no surgir en la clase, dejaremos para una
actividad posterior el hecho de que este triangulo también puede apoyarse
sobre el lado J.

Una vez terminado este primer momento de trabajo, se organiza una
discusidén colectiva en torno a lo hecho por cada grupo. Para comenzar se
pueden hacer algunas preguntas como: “‘;Pudieron ubicar todos los tridngulos?
(Cémo? ;De cuantas maneras se pueden ubicar para que entren?”. Si el docente
lo considera necesario, puede acompaiar el didlogo dibujando en el pizarrén
dos paralelas a una distancia de 18 cm y recortando unos tridngulos grandes
cuyos lados midan el triple. En esta primera actividad no esperamos argumen-
taciones haciendo referencia a las medidas de las alturas de los tridngulos ya
que justamente este conocimiento es algo que se quiere construir. Este tipo
de explicaciones serdn puestas en juego en la actividad 5, una vez definida la
nocidn de altura de un tridngulo. No obstante, si esperamos que los estudiantes
concluyan que algunos tridngulos se pueden ubicar entre los renglones en
cualquier posicion, que otros pueden no entrar en una posicién pero si en otra,

y que algunos no entran de ningiin modo.

LA UBICACION DE LOS TRIANGULOS

Al discutir si era posible ubicar los triangulos, todos los estudiantes
estuvieron de acuerdo que tres de los cinco tridngulos —el rosa (1),
el naranja (2) y el celeste (4)— se podian ubicar entre los renglones
en diferentes posiciones y que era imposible ubicar el tridngulo
verde (3). Para el tridngulo amarillo no hubo unanimidad: si bien
los tres grupos fueron cambiando la posicidn del tridangulo, inten-

tando ubicarlo dentro de los renglones, solo uno de ellos lo logro,
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apoyando el lado m sobre uno de los renglones. Los otros dos grupos
dijeron que no entraba.

Uno de los alumnos preguntd por qué no podia ser ubicado el triangulo
verde. Luego de manipular los tridngulos y de ubicar nuevamente
entre los renglones aquellos que era posible ubicar, el alumno enuncid
que la distancia entre renglones y las medidas del tridngulo estaban
relacionadas: "Hay algo ahi entre los renglones y las medidas de los
triangulos”. Para hacerse entender, apoy6 cada uno de los lados del

tridngulo sobre renglén y mostré que el tridngulo “no entra”.

ACTIVIDAD 2

a) Dibujen un segundo renglén de manera tal que el triangulo verde quede
dentro de los dos renglones y que la distancia entre ellos sea lo mas
“chica” posible. El tridngulo puede estar apoyado sobre el renglon.

b) ;Coémo hicieron para medir la distancia entre un renglén y el otro?

c) Si ahora se quiere apoyar el tridngulo en el lado £, ;cual seria la

distancia minima entre los dos renglones? ;Y en el lado g?

Esta actividad fue pensada para ser resuelta en grupos y respetando la misma
constitucidn de los grupos de la actividad 1. Se les entrega a los alumnos otra
hoja A4 apaisada con un solo renglén dibujado y el mismo tridngulo verde
utilizado en la actividad 1. El renglén puede estar pintado con un color para
diferenciarlo del que tendran que trazar los alumnos. Ademas es necesario que
dispongan de regla y escuadra.

A los alumnos se les entrega solamente el item a), las otras dos consignas
serdn dadas después de concluido el trabajo en grupos en torno a dicho item.

Con esta actividad se busca que los estudiantes puedan:

e Discutir que un lado del tridngulo tiene que estar apoyado sobre el ren-
glén para que la distancia entre los dos renglones sea minima e identificar

sobre cudl de ellos debe apoyarse.
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e Identificar que, segtn el lado que se apoye el tridngulo, la distancia mini-
ma entre los renglones varia.
e Estudiar como medir la distancia entre dos rectas paralelas para luego

relacionar este concepto con la idea de las alturas de un tridngulo.

Suponemos que los alumnos ya saben trazar una recta paralela a otra que pase
por cierto punto. Sin embargo, antes de comenzar con la actividad el docente
puede preguntar: “Para trazar el segundo renglon tienen que saber como trazar
rectas paralelas, ;se acuerdan como hacerlo?”. Proponemos esta intervencion
porque el foco de la actividad no esta en este asunto.

Una estrategia que puede surgir en la clase para responder el item a) es
colocar el lado menor del tridngulo (lado /) perpendicularmente al renglon
dado y luego trazar la recta paralela por el vértice que no estd apoyado (en la
imagen 3 se indican los valores de las alturas para facilitar el anélisis pero los

alumnos no tienen las alturas trazadas ni sus medidas):

@

Puede ocurrir que aqui el alumno se dé cuenta que si lo rota un poquito,
haciendo centro en el vértice que tiene apoyado sobre el renglén, la distancia
entre los renglones disminuye. El alumno que se dé cuenta de que el tridngulo
debe estar apoyado sobre el renglon para que la distancia pedida sea minima
podria ir probando con cada lado (imagen 4) e ir haciendo marquitas en la hoja.

Cuando el docente vaya recuperando las posibles estrategias en el espacio

colectivo, puede ir preguntandoles a los alumnos la medida de la distancia
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—— 85cm
7.5em

entre los dos renglones. Si surge la primera estrategia de poner el lado menor
perpendicularmente al renglon, se podria preguntar qué ocurre con la distancia
entre los renglones si voy “girando” el tridngulo.

Luego de recolectar las medidas a las que llegd cada grupo, se avanza con
el item b) y se pregunta: “;Cémo hicieron para medir la distancia entre un
rengldn y el otro?”

Probablemente, los alumnos contesten con expresiones como “pusimos la
regla derecha”. En este caso preguntariamos: ‘“Pero ;qué significa ‘derecha’?
(No se puede medir torciendo un poco la regla? Si le tuvieran que explicar a
alguien como tomar esa distancia, ;qué le dirfan?”. Con estas preguntas se
pretende ir haciendo explicita la nocion de perpendicularidad.

Puede ocurrir que algunos alumnos digan que la distancia minima es 6,9
o 7,1 cm. En este caso se puede elegir el valor mas repetido o el promedio
de medidas que se obtuvieron al apoyar el lado i sobre el renglén. Habra que
conversar sobre los inevitables errores y aproximaciones que se obtienen al
medir con cualquier instrumento.

Se espera concluir que la distancia minima entre los renglones es de 7 cm 'y
para lograr esa medida minima el lado i del tridngulo tiene que estar apoyado
sobre el renglén dibujado. Una observacién que se podria hacer es que la
menor distancia entre los renglones no tiene relacién con apoyar el menor lado
del tridngulo.

Por tltimo, se plantean las preguntas del item c): “Si ahora se quiere apoyar
el tridangulo en el lado A, jcual seria la distancia minima entre los renglones?

Y enel lado g7
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Al finalizar esta actividad, pueden quedar escritas conclusiones como las
de la imagen 5, que incluyen una tabla con medidas. Esta organizacion de la
informacion en una tabla con tres columnas serd un punto de apoyo para que
los alumnos identifiquen en actividades posteriores que los tridngulos tienen

tres alturas, una relativa a cada lado.

Para medir la distancia entre dos Segiin en qué lado se
renglones se puede trazar un apoye el triangulo sobre
segmento d perpendicular a ellos con|| el rengién, la distancia
un extremo en cada renglon. La|| minima entre los
longitud de ese segmento es la|| renglones es distinta

distancia entre los renglones.

Lado apoyado i | h g
Distancia minima 7 cm 85 cm 7.5 ¢m

EXPERIENCIA DE AULA
EL TRAZADO DE DOS RECTAS PARALELAS
Como en la actividad anterior se les pidi6 a los estudiantes el trazado
de un segundo renglén para que pueda ser ubicado el triangulo verde,
conversamos en el aula sobre como tienen que ser estos renglones,
si por estar “inclinados” dejaban de ser renglones paralelos y qué
instrumentos de geometria son necesarios para su trazado. Al pre-
guntar como se trazan dos rectas paralelas, un alumno lo explica de
la siguiente manera: se traza un segmento, se marcan dos puntos que
estén a igual distancia de los extremos y luego se unen esos puntos.
Los estudiantes usaron este camino, pero se encontraron que el
segundo renglén no era paralelo al primero. Los puntos marcados no
quedaban a igual distancia porque no se aseguraban la perpendicula-
ridad entre el renglén y la regla con la que median esa distancia. En
el pizarrén realizamos este procedimiento exagerando la inclinacién

de la regla: los alumnos reclamaron que se pusiera la regla “derecha”
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y discutimos a qué nos referimos cuando queremos colocar la regla
“derecha”. Asi, surgi6 la necesidad de usar la escuadra.

Para muchos alumnos, el uso de la escuadra y la regla para trazar
dos rectas paralelas fue algo nuevo. En el pizarrén no solo se mos-
tré cdmo se trazaba sino que se discutié qué aportaba el uso de la
escuadra y por qué era necesario usar ese instrumento. Ademas, se

abordaron las nociones de paralelismo y perpendicularidad.

En un grupo se desarrollan dos estrategias diferentes.

A la izquierda (imagen 6.1) se muestra a la alumna que, con una es-
cuadra y sin trazar ningiin segmento, toma la distancia que hay entre
uno de los lados del tridngulo y el vértice opuesto. Luego, traza el
segundo renglén a una distancia igual a la medida sobre el triangulo.
Para corroborar si esa es la minima distancia posible entre los ren-
glones, apoya el triangulo sobre los dos lados restantes y observa si
“entra o no entra”, si “se sale de los renglones” (imagen 6.2).

Otra alumna, del mismo grupo, dibujé el tridngulo apoyado sobre
uno de los lados. Luego colocd la escuadra y la regla (imagen 7)
para trazar un segundo renglén. Finalmente, midi6 la distancia que
habia entre los renglones.

En otro grupo, los alumnos apoyan un lado del tridngulo sobre el ren-

glon y luego marcan el lugar del vértice opuesto a ese lado (imagen 8).
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Repiten este procedimiento con los otros dos lados y, a ojo, deciden

qué marca estd mas cerca del renglon. Con regla y escuadra trazan

el segundo renglén por esa marca y luego lo miden con la escuadra.

UNA DIFICULTAD INESPERADA: EL USO DE LA REGLA Y LA ESCUADRA
Al discutir cémo utilizar la regla y la escuadra para completar la ta-
bla del tridngulo, surgi6 un inconveniente no anticipado: cuando los
alumnos apoyaban la escuadra para utilizar el angulo recto, el cero
en este tipo de escuadras no estd marcado en la base (imagen 9). Por
esa razon, la medida a la que arribaban tenia un error considerable.

A un alumno se le ocurri6 utilizar dos escuadras, como se mues-
tra en la imagen 10: la escuadra de abajo es la que mide el 4ngulo

recto y la escuadra de arriba, levemente corrida, es la que mide la

altura del tridngulo relativa al lado en cuestién.

Al
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Otro grupo, para evitar este inconveniente, utiliz6 la regla apo-
yando la “raya” del cero sobre la base (imagen 11). En el momento
no se nos ocurrid intervenir para ver si los alumnos de este grupo
reconocian dénde esta el 4ngulo recto que les garantizaba la per-
pendicularidad de la regla respecto del lado. Como mostraremos
a continuacidn, esta fue la estrategia mas utilizada para resolver

la actividad 3.

LA NEGOCIACION PARA LLENAR LA TABLA

Como habiamos anticipado, debido a los errores de medicion, las
medidas de las alturas brindadas por los tres grupos fueron diferen-
tes. Para la altura relativa al lado i se mencionaron? 6,6 cm, 6,7 cm
y 6,8 cm. Varios alumnos decian que tenia que ser 6,6 porque era la
menor. Hubo que poner en duda este supuesto y conversar sobre los
inevitables errores al medir. A pesar de eso, cada grupo queria que
fuera “su” medida la que finalmente apareciera en la tabla. Result6
costoso concluir que las tres longitudes podian ser aceptadas y fi-
nalmente se llegd a un acuerdo: tomar la medida “del medio”, es

decir 6,7 cm.

2. En el aula no utilizamos el mismo tridngulo que el propuesto en este documento, las medidas
de las alturas eran otras.
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ACTIVIDAD 3
En parejas, usando el tridngulo celeste y una hoja lisa, determinen cual es
la distancia minima entre dos renglones para poder ubicarlo apoyado en

el lado j, en el lado k y en el lado /. Luego completen la tabla:

Tridngulo celeste

Lado apoyado J k /

Distancia minima

Con esta actividad se busca que los estudiantes puedan:

e Retomar la discusion en torno a que un lado del tridngulo tiene que estar
apoyado sobre el renglon para que la distancia entre los dos renglones sea
minima.

e Identificar la medida de las alturas de un tridngulo obtusangulo (en tér-

minos de distancia entre renglones).

A diferencia de las primeras dos, esta actividad fue pensada para ser resuelta
en parejas. Es una oportunidad para que los estudiantes puedan retomar las
estrategias planteadas y el estar de a dos, aumenta la responsabilidad de cada
uno en el trabajo.

Es posible que para completar la tabla los alumnos comiencen trazando
un renglén y vuelvan hacia el trabajo realizado en la actividad 2, trazando el
segundo renglén. También es posible que intenten medir esa distancia entre
renglones sin dibujarlos. Pensamos que al ser el tridngulo obtusdngulo ambas
estrategias pueden generar nuevas preguntas.

Si bien en estas tres primeras actividades se plante6 la ubicacion de los
tridngulos entre renglones, creemos pertinente que en el transcurso de las
actividades se comience a hablar en el aula de rectas paralelas en vez de

“renglones”.
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EXPERIENCIA DE AULA

DISTINTAS ESTRATEGIAS PARA MEDIR LAS DISTANCIAS

Al tener una hoja lisa, cada pareja podia utilizar el recurso que qui-
siese para completar la tabla. Una cuestiéon que nos llamé la aten-
cién es que muchas parejas no dibujaron renglones para identificar
las alturas. La primera altura que los alumnos marcaron era la rela-
tiva al lado / (la interior). Y lo hicieron sin problemas.

Al buscar la distancia minima relativa al lado &, algunos alumnos
trataron de medir algo “dentro del triangulo” (imagen 12), aunque
répidamente se dieron cuenta de que habia parte del tridngulo que
“estaba mas arriba”.

Un alumno, para medir una altura exterior, utilizé dos escuadras
y una regla (imagen 13): coloc6 una de las escuadras apoyando un
lado sobre el lado &, de manera que el lado reglado le quedara per-
pendicular a ese lado; la otra escuadra la desplaz6 levemente, para
que el cero coincida con el borde de la primera escuadra. Esta ma-
niobra revela una preocupacién por controlar la perpendicularidad
y asegurarse precision en las medidas que busca. Sin embargo, al

apoyar la regla sobre el vértice opuesto del tridngulo, aparentemente

controla el paralelismo “a 0jo”.




LAS ALTURAS DE UN TRIANGULO: LA CONSTRUCCION DE SU DEFINICION

Otra alumna utiliz6 ingeniosamente el borde de la hoja para apo-
yar el triangulo y la regla (imagen 14). Al usar el borde de la hoja,
pudo tomar medidas de segmentos (no dibujados) que estan afuera
del tridngulo, procedimiento que estd muy cerca del trazado de las
alturas exteriores de un tridngulo obtusiangulo.

También hubo una pareja que necesitd dibujar los dos renglones
para luego medir la distancia entre ellos. Para el trazado de los ren-
glones se le ocurri6 una estrategia muy interesante: primero dibujaron
un renglén y luego la alumna iba apoyando el tridngulo celeste sobre
distintos lugares del rengloén y su compaifiero marcaba con un lapiz
el lugar vértice opuesto, teniendo asi una marca por cada ubicacion
del tridngulo (imagen 15). En las fotos solo se ven dos ubicaciones

del triangulo celeste (por lo tanto, dos marquitas), pero en la clase la

pareja ubicé el tridngulo en cuatro lugares distintos sobre el renglon.

75
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Si bien esta estrategia es correcta, los puntos no les quedaban alinea-
dos debido a las imprecisiones del marcado. Finalmente, la pareja
decidi6 trazar el segmento paralelo utilizando solo dos marquitas,
aunque luego las demaés les quedaron fuera del mismo. A diferencia
de la estrategia que analizamos antes, estos estudiantes son eficaces
para encontrar la medida de la altura correspondiente a ese lado,
pero en su construccion no distinguieron ningtin segmento entre los

muchos que pueden servir para medir la distancia entre las paralelas.

LLAS ALTURAS EXTERIORES DE UN TRIANGULO OBTUSANGULO
Hay una creencia, quizas justificada, de que para los alumnos es
dificil identificar las alturas exteriores de un tridngulo obtusdngu-
lo. Hemos intentado mostrar como al abordar el tema teniendo en
cuenta la distancia entre dos rectas paralelas esa tarea se carga de
otro significado y posibilita otros abordajes. En nuestra experiencia
de aula, como mencionamos al referirnos a las resoluciones de la
actividad 3, varios alumnos en un primer momento tenfan dudas so-
bre como calcular las medidas de las alturas (para ellos, la distancia
entre renglones) relativas a los lados k y j (las correspondientes a las
alturas exteriores). Sin embargo, no tardaron mucho en darse cuenta
de que tenian que medir por fuera del tridngulo.

En la dltima estrategia mostrada los estudiantes necesitan todavia
el trazado de paralelas y si bien atrapan perfectamente la idea de la

medida de la altura, no distinguen ningiin segmento para calcularla.

ACTIVIDAD 4

En parejas, estudien si se puede ubicar el tridngulo entre las dos rectas
paralelas apoyando cada uno de los lados sobre una de ellas. Para hacerlo,
pueden trazar y medir todos los segmentos que necesiten tanto dentro del
tridngulo como entre las rectas paralelas. No se puede calcar ni recortar

el triangulo (imagen 16).
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Estéd actividad estd pensada en dos etapas. En la primera etapa, se formaran parejas
para discutir el problema planteado. Luego, en una segunda instancia, se juntaran
dos parejas para pensar un texto donde tendran que escribir sus argumentaciones.

Con esta actividad se busca que los estudiantes puedan:

e Anticipar si un tridngulo entrard o no entre dos rectas paralelas pres-
cindiendo de la verificacién empirica, es decir, sin poder manipular el
tridngulo para probar si entra o no.

e Arribar a la nocién de altura a partir del trabajo de los alumnos.

e Trazar la altura de un tridngulo sin necesidad de ubicarlo entre rectas

paralelas.

En esta actividad no se les entregard a los alumnos el triangulo recortado.
Tendran que responder las preguntas solamente pudiendo trazar y medir seg-
mentos adicionales dentro (o fuera) del tridngulo o entre las rectas paralelas.
Elegimos intencionalmente que la distancia entre las rectas coincida con la
menor altura del tridngulo. Por esa razdn, entra solo apoyado sobre el lado c.
Suponemos que visualmente (quizas utilicen los dedos, tiritas o una cinta)
responderan que el tridngulo no va a entrar entre las rectas paralelas apoyado

sobre el lado b, porque va a “sobrar” triangulo.



78 ENTRE DOCENTES |

Algunas estrategias que podrian desplegar los alumnos para decidir si
el tridngulo entrard o no entre las rectas paralelas apoyado sobre los otros

lados son:

a) Medir la distancia entre las rectas con la regla y después apoyar la re-
gla perpendicularmente sobre cada lado (imagen 17). Al hacerlo sobre el

lado a, sobrara tridngulo (imagen 18).

Esta estrategia puede surgir sin utilizar la medida de 5 cm. Como men-
cionamos antes, se puede utilizar un palito o una cinta, hacer una mar-
quita con la distancia entre las rectas paralelas y después trasladar esa
medida al tridngulo.

b) También se puede comenzar al revés: apoyando la regla perpendicular-
mente (0 una escuadra) al lado a, por ejemplo, y tomar la medida de 5,5 cm.

Asimismo, puede ocurrir que lo hagan por fuera del tridngulo (imagen 19).
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En la discusion colectiva se analizardn las ventajas de apoyar la regla so-
bre el lado a hasta tocar al vértice opuesto para luego tomar esa medida,
coincidente con la altura relativa a dicho lado. Siguiendo con esta estra-
tegia, después medirian 5,5 cm entre las rectas paralelas, sobrando regla.
¢) Por ultimo, puede ocurrir que tomen medidas tanto en el tridngulo como
en las rectas paralelas y comparen ambas para contestar. Nuevamente,
esta estrategia se puede pensar utilizando dos palitos y haciendo las mar-

cas correspondientes.

Con cualquiera de estas tres estrategias para anticipar si el tridngulo entrard
apoyado sobre el lado ¢, los alumnos encontraran que las medidas son coinci-
dentes. Quizas aqui haya pequefios errores de medicion que el docente tendra
que tener en cuenta a la hora de la resolucioén en pequefios grupos.

En esta actividad se pide una respuesta y una explicaciéon de cémo llegaron
a la respuesta. Por lo tanto, en la discusion colectiva se pondra en juego cdmo
decidieron si el tridngulo entraba o no apoyado sobre cada lado, qué distancias
midieron y cémo las midieron. Por ejemplo, en caso de analizar la segunda
estrategia, si la regla fue apoyada por fuera del tridngulo seguramente se habra
llegado a una respuesta aproximada. Para lograr una medida més exacta, una
vez lograda la perpendicularidad entre el lado y la regla se tendria que usar

una escuadra hasta tocar al vértice opuesto (imagen 20).
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En ese sentido, el docente podria comentar que es mas econémico medir
dentro del tridngulo. En caso de no haber surgido entre las estrategias, se
puede proponer el trazado del segmento perpendicular al lado que pasa por el
vértice opuesto para tomar la medida buscada.

Dado que se trata de apoyarse en el trabajo realizado por los alumnos para
arribar a definir el concepto de altura, el docente puede aprovechar el trazado
de renglones que estuvo presente hasta aqui para ir hacia la definicién. Por
ejemplo, puede comenzar con el lado a y hacer un dibujo como el de la imagen

21, marcando distintos segmentos perpendiculares a los renglones.

Luego se puede plantear una pregunta: “Todos los segmentos marcados miden
lo mismo? ;Por qué?”. Finalmente, se hara otro dibujo del tridngulo sin las rec-

tas paralelas para ir “despegando” la nocién de altura al trazado de las mismas.
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Ahora, el segmento que se puede trazar sin las paralelas es el que tiene un
extremo en el vértice opuesto al lado a: se puede informar que al segmento £,
que tiene un extremo en el vértice opuesto, se lo denomina altura del triangulo

relativa al lado a. Este segmento:

e Es perpendicular al lado a.

e Tiene un extremo en el lado a y otro en el vértice opuesto.

Proponemos poner nombre a los vértices, esto facilitara escribir mas adelante
la definicion general que abarque a los tridngulos obtusangulos (imagen 22).
Creemos que es el momento apropiado para dar una definicion de altura de
un tridngulo relativa a un lado (aun cuando esta definicién sea provisoria, ya
que todavia no se tuvo en cuenta qué es lo que ocurre cuando el tridngulo es

obtusangulo) (imagen 23).

En un triangulo ABC, la altura
correspondiente al lado BC es
el segmento perpendicular al
lado BC con un extremo en el
lado BC y otro en el vértice A,
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Esta definicion es provisoria, ya que solo abarca el caso de los tridngulos acu-
tdngulos. En la actividad siguiente, al considerar los tridngulos con un 4ngulo

obtuso, se volvera sobre esta definicidn para completarla.

ACTIVIDAD 5
a) Peguen el siguiente tridngulo y tracen las tres alturas, una relativa a
cada lado.

b) Completen la tabla:

Tridngulo marrén

Lado A B C

Medida de la altura

Para hacer esta actividad, cada alumno recibe un tridngulo igual al de la actividad
anterior. Al tener que pegar el tridngulo, cada estudiante tendra que identificar que
no importa la posicion en la cual es pegado. Es posible que algunos estudiantes
tracen las paralelas y quizas otros no lo crean necesario. Finalmente, se espera
que puedan concluir junto a la docente que todos los tridngulos tienen tres alturas,
una relativa a cada lado, teniendo en cuenta que hasta aqui no se han presentado
tridangulos obtusangulos (més adelante se problematizara si esto sigue ocurriendo
con cualquier triangulo). Por el momento, se puede aclarar que a veces se dice “el
triangulo tiene una altura relativa al lado ¢ de 5 cm”, queriendo indicar con eso que
el segmento altura (perpendicular a ¢, que pasa por el vértice opuesto) mide 5 cm.

Como cierre de la actividad, o un item c), se puede proponer la siguiente tarea:

Propongan una medida entre dos rectas paralelas para que el tridngulo
marrén quepa dentro de ellas apoyando el lado a y el lado ¢, pero no

apoyando el lado b.

Cabe sefialar que, para que esto ocurra, la distancia entre las rectas paralelas

tendra que ser mayor o igual a 5,5 cm y menor a 8 cm.
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EXPERIENCIA DE AULA

LAS PRIMERAS ESTRATEGIAS DE LOS ALUMNOS

La actividad 4 se desarroll6 a lo largo de dos clases y con un tridn-
gulo diferente al que figura en el enunciado de este capitulo. En el
tridngulo que tenian los chicos, el lado » media 2,8 cm, la altura
correspondiente al lado ¢, 2,5 cm, y la distancia entre paralelas,
2,5 cm. Con respecto a la pregunta acerca de si el tridngulo entraba
apoyado sobre el lado b, varias parejas decian que no, porque b me-
dia 2,8 cm y la distancia entre las paralelas era 2,5 cm.

Con un alumno, Brian, pasé algo llamativo: para decidir si el
tridngulo entraba apoyado sobre el lado b, midi6 directamente el
lado a. Consideramos que esto no se debid a un error conceptual
sino a un efecto visual, al creer que los lados a y » formaban un 4n-
gulo recto. Suponemos esto porque el mismo alumno identific bien
las demas alturas del tridngulo. Por ejemplo, para medir la relativa
al lado ¢ (imagen 24), Brian apoy6 la escuadra sobre la base ¢ del
tridngulo y colocé la regla perpendicularmente, haciéndola pasara

por el vértice opuesto para medir su altura relativa.

Otro estudiante, Leonel, decidi6 acerca de si el triangulo entraba
apoyado sobre el lado ¢ de la siguiente manera: tom6 la medida del

lado ¢ con una regla graduada y sobre una de las rectas paralelas
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traz6 un segmento con igual longitud al lado c; luego tomo6 la me-
dida del lado b con la regla, ubicé el cero de la regla en uno de los
extremos del segmento marcado sobre la recta y la movi6 hasta que
cortara a la segunda recta paralela con medida igual al lado b (en la
imagen 25, mostramos el dibujo que logra). jEstaba usando la regla

para trasladar medidas, como si fuera un compas! (imagen 25)

Luego concluy6 que “no puede entrar, porque seria otro tridngulo”.
Aqui es posible que el alumno identificara que el dngulo que forma-
ban b y c en el tridngulo marrén era visualmente distinto al que se
formaba entre los renglones. Ante variadas intervenciones nuestras,
este alumno seguia opinando que el tridngulo no cabia entre las
rectas paralelas apoyado sobre el lado c. El veia “claramente” que
el nuevo tridngulo que se formaba al unir los vértices de b y ¢ era
distinto al original. Quizés en su mente apoyaba los lados b y ¢ del
marrén sobre los marcados en el dibujo y notaba que el tercer lado
le quedaba distinto.

Como en la clase habian trabajado hace poco con construcciones
con regla no graduada y compads, algunos alumnos preguntaron si se

podia utilizar el compés. Se accedid a ese pedido y Ludmila pensé
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la siguiente estrategia para decidir si el tridngulo entraba apoyado
sobre el lado b: utilizé el compas para trasladar el segmento b sobre
un renglén. Luego tom6 la medida de a y la traslado, pinchando
en un extremo del “nuevo” lado b, e hizo una marquita en la inter-
seccion entre la “circunferencia de radio a¢” (la alumna no trazé la
circunferencia entera) y el segundo renglén. Finalmente, tomé la
medida de ¢ y, pinchando sobre el otro extremo del “nuevo” b, se
fij6 si el triangulo “cerraba bien”, como se puede ver en la figura
de la izquierda de la imagen 26. En cambio, como se puede ver a
la derecha de la misma imagen, jrealizando la misma construccién

apoyando el lado ¢ si pudo construirlo!

La estrategia nos resulté6 muy interesante, pero ;como podia validar
la alumna que el tridngulo que logrd hacer entrar apoyado sobre el
lado ¢ era el mismo que el dado? Suponemos que ella asumia que
el tridngulo era el mismo porque los tres lados eran iguales, pero en
verdad no disponiamos atin de criterios de congruencia de tridngulos.
Decidimos no desechar esta estrategia y llevar a la proxima clase un

tridngulo idéntico pero recortado, para que viera si al superponerlo

85

>>



86

ENTRE DOCENTES |

coincidia con el que ella habia dibujado. Por otro lado, resolvimos no
tomar este procedimiento para la discusion colectiva porque no estan
involucradas las alturas y ademéis los alumnos no disponen de las

herramientas para validar que los tridngulos son congruentes.

LA ESCRITURA COMO OBJETO DE ENSENANZA
En esta actividad los alumnos tenian que explicar coémo decidieron
si el tridngulo entraba o no entre los renglones apoyado en cada
lado. Al final de la clase retiramos la hoja de cada grupo para leer
las explicaciones. En esta primera instancia, las respuestas eran
muy vagas, del tipo “‘si apoyo el tridngulo sobre el lado b va a sobrar
triangulo”. Por tal motivo, en la clase siguiente se decidid interve-
nir indicandoles que expliquen cémo se dieron cuenta, qué procedi-
miento utilizaron para arribar a esa respuesta. Esto trajo aparejado
una dificultad a la cual los alumnos no se habian enfrentado hasta
aqui: explicar por escrito un procedimiento. Como era esperable,
varios estudiantes tenian imprecisiones a la hora de contar dénde se
apoyo la regla, como se usé la escuadra, como se midi6 cierta dis-
tancia, etc. Cuando les haciamos notar estas imprecisiones, algunos
alumnos se desanimaban un poco debido a la dificultad de la tarea.
Somos conscientes de que explicar una decision o contar un pro-
cedimiento es una tarea compleja, pero sostenemos la importancia
de considerarla como objeto de ensefianza en el aula de matematica.
Entre otras cuestiones, la tarea de escritura obliga a los alumnos a
reorganizar sus ideas, a ser mas precisos en el lenguaje y a explici-
tar las propiedades que fueron puestas en juego. Pero se necesitan
varios encuentros con actividades de este tipo para lograr que los
estudiantes incorporen la escritura de una explicacién como parte
de la tarea en matematica. En ese proceso, la actividad de escritura

tiene que ir haciéndose més familiar y menos compleja para ellos.
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UNA DECISION DOCENTE ANTE LAS DIFICULTADES EN EL AULA
Luego del primer dia de trabajo en el aula con la actividad 4, reflexio-
namos en nuestro grupo sobre la complejidad de la misma. Por un
lado, era la primera vez que los alumnos tenian que justificar algo sin
poder manipular el tridngulo. Pero ademés tenfan que explicar por
escrito y en parejas como se dieron cuenta de que el tridngulo entraba
o no dentro de los renglones, apoyado sobre cada lado. Y finalmen-
te tenfan que juntarse con otra pareja, explicarse sus conclusiones
y negociar un nuevo escrito definitivo para entregarle a la docente.
También, el ponerse de acuerdo, el negociar, el explicarle al otro (y
que el otro entienda) son todos objetos de ensefianza que tienen que
seguirse trabajando y no deben agotarse en una sola actividad.
Nosotros habiamos retenido una copia de las escrituras por pare-
jasy al notar las dificultades que enfrentaban con la escritura grupal
decidimos reorganizar la tarea y pasar a la siguiente instancia: se
escriben en el pizarrdn cuatro de los escritos elaborados en parejas
(imagen 27) y se le entrega a cada alumno un papel para que colo-
que el nombre de la produccién que “prefiere” entre las cuatro. En
ese papel no tenfa que estar escrita la justificaciéon de su eleccion.
La intencidn era que todos los estudiantes formaran una opinién de
cada uno de los escritos y que estas ideas fueran luego compartidas

en el espacio de la discusion colectiva.
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DISCUSION COLECTIVA: DEL AJUSTE DE LAS PRODUCCIONES
A LA CONSTRUCCION DE LA DEFINICION DE ALTURA

Las producciones mas votadas fueron las ultimas dos. La primera
produccidén discutida fue la de Daiana. Para algunos compaieros
tenia sentido el argumento utilizado: como la medida del lado b es
mayor que la distancia entre las paralelas, el tridngulo no entra. Era
tan fuerte la idea que inclusive los estudiantes que habian contesta-
do que si entra el tridngulo apoyado sobre el lado ¢ dudaron. Por lo
tanto, decidimos que era necesario que cada uno volviera a su pro-
pio trabajo. Se repartieron las hojas con el problema. Con apoyo del
tridngulo “tamafio pizarrén” que la docente habia llevado y de los
tridngulos chiquitos, se llegd a la conclusion de que si entra y que la
medida del lado ¢ no condiciona tal ubicacion.

La segunda produccién fue la del grupo Brian G. Los duefios de
este escrito mencionaron que el triangulo si entra por la inclinacién
de los lados. Al leer su explicacion fue necesario que ellos aclara-
ran de forma oral a qué se referian con “inclinacioén”, porque no se
entendia. Para Brian y Martin (su compafiero) el angulo que forman
los lados a y b es lo que permite que se pudiera ubicar el tridngulo
entre las rectas.

Luego fue el turno de la produccién de Alan. Sus compafieros
destacaron que el escrito estaba claro y completo. La docente inter-
vino leyendo frase por frase y haciendo hincapié en si la medida del
lado c era 2,5.

Fue interesante ver como tener los escritos en el pizarrén ayudo
a contraponer informacioén que en algin momento de la clase todos
aceptaban por cierta. Brian M. reconocid en el trabajo de Alan su
propio trabajo e intervino para decir que Alan midi6 desde el lado ¢
al vértice opuesto, la altura respecto del lado c. Se comparan las dos
producciones y, efectivamente, ambos habian medido la altura solo

que Alan no utiliz6 el término “altura”.
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En el escrito de Brian, el mas votado por ser “el mas claro y el
que explica coémo se hace”, solo es necesario ajustar como es llama-
do el vértice opuesto.

Luego, entre todos hicieron algunos ajustes a estos escritos y
la idea de altura quedd “flotando” en el aula. M4s ain, como se
puede ver en la imagen 28, un grupo utiliz6 la palabra altura para

referirse a esa medida de 2,5 cm (iméagenes 28.1 y 28.2).

La actividad de leer las producciones de otros y decidir cudl les
resultaba mas clara permitié una vuelta de tuerca sobre el tema de
la escritura y volvié a entusiasmar a los estudiantes. En la siguiente
clase, para recuperar lo trabajado en la primera, la docente comenzé
leyendo las dos ultimas producciones y preguntandoles a los estu-
diantes si recordaban qué ajustes se le habian hecho a cada una y
la razén de estas. Se comenzd a evocar el trabajo y nuevamente
se acompaii esta actividad con el tridngulo “tamafio pizarrén”. A
partir del escrito de Brian, elaboraron entre todos la definicién de
altura: se identific6 que era un segmento, que tenia que ser perpen-
dicular al lado y llegar hasta el vértice opuesto. Esa definicion de
altura se registré en un afiche con la intencién de que esté disponible
a lo largo de la secuencia y en las carpetas de los alumnos.

Ahi, la docente tomé otra decisién imprevista: que pasaran pa-
rejas a trazar las alturas del tridngulo en el pizarrén (imagen 29).

Los estudiantes que pasaban a realizarlo eran acompafados por

otros que les daban indicaciones desde los bancos. Luego, se les
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entregd un tridngulo recortado igual al usado en la actividad 4 para
que los estudiantes lo pegaran y trazaran sus tres alturas.

Cabe hacer dos observaciones en relacion con esta actividad que
se estd proponiendo: por un lado, que los alumnos “vean” cémo se
traza una altura no implica que puedan hacerlo ellos solos. Mas alla
de haberlo hecho en el pizarrdn, algunos chicos no tenian en cuenta
que el segmento tenia que pasar por el vértice opuesto.

Por otro lado, aunque no fue anticipado, el pegado del triangulo
antes de trazar las alturas fue acertado. En la clase un alumno pre-
guntd: “;Como lo pego?”’. Sus compaifieros le respondieron: “jComo
quieras, es lo mismo!”. Un solo alumno lo pegd “horizontalmente”,
ya estaba instalado que cualquier lado puede elegirse como base y

que a cada lado le corresponde una altura.

ACTIVIDAD 6
Dibujen un segmento que les permita decidir si este tridngulo (imagen
30) puede ser ubicado entre dos rectas paralelas que estan a una distancia

de 2,2 cm apoyando el lado p.

50

Con esta actividad se busca que los estudiantes puedan:

e Identificar que ningiin segmento interior que mide la distancia entre las

paralelas pasa por el vértice opuesto si tiene el otro extremo en el lado p.
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e Ajustar la definicion de altura para que abarque a los tridngulos
obtusingulos.

o Identificar las alturas exteriores del tridngulo obtusadngulo y aprender a
trazarlas.

e Problematizar el hecho de que todos los lados de un tridngulo pueden
medir mas que la distancia entre dos rectas paralelas y que sin embargo

ese tridngulo puede ubicarse entre ellas.

Este tridngulo, que tiene que estar dibujado en una hoja lisa, fue elegido con
la siguiente particularidad: la altura relativa al lado p es de 2,2 cm y todos sus
lados son mayores a dicha medida. Elegimos que tenga esta caracteristica por-
que quizas todavia haya alumnos que crean que la longitud de los lados influye
para decidir si un tridngulo entra o no entre dos rectas paralelas.

Es posible que para identificar la altura relativa al lado p algunos alumnos
necesiten del trazado de las rectas paralelas. Ademads, como en la actividad
anterior se defini6 el concepto de altura, quizds marquen un segmento perpen-
dicular al lado pero que tiene un vértice coincidente con el mismo (imagen 31).

Este razonamiento est4 basado en que hasta aqui todas las alturas eran interiores.

En la discusion colectiva, el docente podrd hacer un tridngulo semejante al
dado en el pizarrén para que un integrante del grupo trace el segmento pro-

puesto (imagen 32). Luego se leera la definicion de altura que quedo escrita en
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el pizarrén para analizar si hay algtin segmento que cumpla con las dos carac-
teristicas alli mencionadas. También se podria preguntar: “Para ustedes, ;cual

de todos los segmentos puede ser la altura relativa al lado p?”.

Ningtn segmento cumple que sea perpendicular al lado p y que ademas pase
por el vértice opuesto. Luego de analizar que ninguno se ajusta a la “defini-
cién” de altura, los alumnos podrian responder la pregunta: “;Qué ajustes le
harian a nuestra definicion para que alguno de los segmentos marcados cum-
pla con ella?”.

Finalmente, luego de la discusién sobre los ajustes, el docente puede
comentar: “De todos estos segmentos, vamos a tomar como la altura relativa
al lado p al segmento &, que pasa por el vértice opuesto. Como la altura queda
afuera del tridngulo, se dice que es exterior”.

Con los alumnos se puede reflexionar que para trazar el segmento % es
necesario prolongar el lado pero no es necesario trazar la recta paralela a p;
para todos los otros segmentos dibujados, esta paralela fue necesaria. Mas alla
de que no sea necesario hacerlo, resaltamos que para algunos el trazado de las
dos paralelas puede ser una ayuda a ubicar el tridngulo, les da cierto “sostén”.

Una vez aqui, se esta en condiciones de ampliar la definicidn de altura para
cualquier tridngulo. Se propone no dibujar la recta paralela que pasa por el
vértice opuesto al lado AB con la intencién de enfatizar que para trazar la

altura es suficiente “prolongar el lado” (imagen 33).



LAS ALTURAS DE UN TRIANGULO: LA CONSTRUCCION DE SU DEFINICION 93

La altura de un triangulo ABC
correspondiente al lado AB es el
segmento perpendicular a la recta
que contiene a AB con un extremo
en C y otro en esa recta.

En el pizarrén (o en un afiche) podria quedar escrito:

Para poner en juego la idea de altura exterior para un tridngulo obtusangulo se

enunciard una nueva tarea a realizar con el mismo tridngulo de la actividad 6.

b) Marquen la altura relativa al lado k

Finalmente, como modo de atrapar algunas particularidades, pensamos una

nueva actividad con preguntas que vuelven sobre la definicion de altura:

ACTIVIDAD 7
a) Si tenemos un tridngulo rectangulo, ;cudles serian sus alturas?
b) La definicién que escribimos en el pizarron, jcontempla a este tipo de

tridngulos o hay que hacer un nuevo ajuste?
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Se dejan a disposicidn hojas blancas para que, si los estudiantes lo consideran
necesario, dibujen el tridngulo rectingulo, lo que ayuda a volver sobre las

ideas construidas.

EXPERIENCIA DE AULA

ALGUNAS ESTRATEGIAS DE LOS ESTUDIANTES

La estrategia de Tamara (imagen 35) muestra que el concepto de
altura de un tridngulo esta presente en su razonamiento. Utiliz6 el
cateto mayor de la escuadra como “la recta que contiene el lado p”.
No utiliz6 el 4ngulo recto que le proporciona la escuadra ya que “a
0jo” colocd “perpendicularmente” la regla para trazar el segmento
y medirlo. Dicho segmento es exterior al tridngulo y mide 3,6 cm.
Es una estrategia correcta, aunque si hubiera intercambiado el uso
de regla y escuadra, probablemente hubiera logrado mayor precision
en la perpendicularidad del segmento en el cual mide la altura del

triangulo.

Alan, al igual que Tamara, trazé un segmento exterior al triAngulo
pero utilizé la escuadra de una manera diferente (imagen 36). No
necesito utilizar la regla porque apoy6 el lado p del tridngulo sobre
el cateto menor de la escuadra. El segmento trazado es perpendicu-

lar, ya que lo marca gracias al uso del cateto mayor de la escuadra.
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En la estrategia de Darfo (imagen 37) también apareci6 la nocién de
altura hasta ese momento construida con los alumnos. Creemos que
él intenta que el segmento pedido en el problema cumpla con ambas
condiciones, al no ser esto posible, construye dos segmentos: uno
perpendicular al lado p (segmento vertical, que mide 3,5 cm) y otro
con un extremo coincidente con el vértice opuesto (segmento hori-
zontal). Como muestra la imagen 38, utiliz6 dos escuadras para el
trazado de los segmentos perpendiculares y para medir el segmento

marcado en el interior al tridngulo.
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DISCUSION COLECTIVA: HACIA LA AMPLIACION
DE LA DEFINICION DE ALTURA

Daiana trabajé en el mismo grupo que Tatiana pero con otra estra-
tegia: trazé en el pizarrén la recta que contiene al lado p y, con la
escuadra, el segmento perpendicular a la recta que pasa por el vértice
opuesto; en este caso, exterior al tridngulo. Por otro lado, la docente
presentd la estrategia de Darfo (imagen 37), donde el segmento queda
marcado en el interior del tridngulo. Fue interesante discutir acerca
de que ambos segmentos median lo mismo porque se podian pensar
como lados de un rectdngulo. Al preguntar cudl de ellos podria ser
la altura correspondiente al lado p, los alumnos coincidian que podia
ser cualquiera de los dos. En el pizarrén estaban disponibles las dos
caracteristicas relacionadas a la definicion de altura correspondiente
a un lado del tridngulo: que sea perpendicular al lado, en este caso p,
y que pase por el vértice opuesto. En esta instancia, ambos seg-
mentos estan trazados con dos colores distintos (imagen 39): el na-
ranja corresponde al trabajo de Daiana y el amarillo al de Darfo. La
docente recupera una de las conclusiones de las actividades 4 y 5:
“El triangulo tiene tres bases y tres alturas... entonces, vamos a te-

ner que decidir a cual de los segmentos llamamos altura”.

TAMARA. El naranja, porque pasa por la base y por el vértice.
LEONEL. ;En qué base?

LEANDRO. El amarillo esté en la base.

TAMARA. Bueno, est4 apoyado en la recta que pasa por la base.
DOCENTE. En la recta que contiene a la base, a la recta que
contiene al lado, ok. Tenfamos dos condiciones...

LEONEL. Pero bueno, es lo mismo... O sea, las dos tienen un
defecto. La de aca no pasa por el vértice (haciendo referencia
al segmento amarillo) y la otra pasa por el vértice pero no por

la base (haciendo referencia al naranja).
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DOCENTE. Como dice Leandro, los dos segmentos miden
lo mismo. Y como dice Leonel, a los dos segmentos les falta
algo para responder a la definicién de altura. ;Cual de los
dos segmentos les parece que se ajusta un poquito mas a la
definicién que ya tenemos?

ALUMNOS. Entonces Tamara tenia razon, es el naranja.

Las preguntas que sus compaiieros le hacen a Tamara le permiten
completar su idea, su argumentacion. La explicacion de Leonel de por
qué estos dos segmentos eran “defectuosos” deja expuesto el “choque”
con la definicidn de altura que hasta ese momento circulaba en la cla-
se, algo le falta a cada uno de los segmentos: el de Dario toca al lado
pero no pasa por el vértice opuesto, el de Daiana toca el vértice pero
no al lado. Es Tamara quién dice que para ella el segmento marcado
por Daiana es mejor porque toca a la recta donde est4 apoyado el lado
p. Result6 convincente Tamara, ya que muchos estudiantes, al escu-
charla, se decidieron por el segmento naranja. La docente intervino
diciendo que, efectivamente, ese segmento iba a ser la altura corres-
pondiente al lado p, que asi se decia en geometria.

Luego se pregunt6 acerca de la diferencia entre los tipos de tridngulos
trabajados. En el tridngulo acutdngulo, las alturas quedaban trazadas
en el interior del mismo mientras que en este tipo de triangulos, los ob-

tusdngulos, la altura correspondiente al lado p es exterior al tridngulo.
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Una vez trazados en el pizarrén de dos segmentos “candidatos” a
ser altura, y tras la discusion presentada anteriormente, la docente
escribi6 la palabra “altura” en rosa. La altura correspondiente al
lado p media 3,5 cm, tal como lo habia expresado Dario en su tra-
bajo. Para la mayoria de los alumnos, el segmento media 3,6 o 3,7
cm. Como en otras oportunidades, discutimos que podian existir
diferencias por errores de medicion. Por eso, dimos por valido que

la altura pudiera medir 3,7 cm.

EL AJUSTE DE LA DEFINICION DE ALTURA PARA INCLUIR EL CASO
DE LOS TRIANGULOS OBTUSANGULOS, RECTANGULOS Y LA
NECESIDAD DEL CASO GENERAL

En la actividad 4 se construy6 una definicion provisoria de altura de un
triangulo. La misma se escribid en un afiche para tenerla disponible en
el aula. Al momento de ampliar la definicién, gracias a lo trabajado
en la actividad 5, notamos que el tridngulo presente en el problema
era uno particular, y que podiamos reescribir la definicion de altura de
un tridngulo de manera més general. Mientras se iba leyendo lo que
estaba escrito en el afiche, se redact6 la definicién definitiva de altura.

Como ya mencionamos, en el mismo espacio de la discusién co-
lectiva se les propuso a los alumnos pensar en el caso de tridngu-
los rectangulos: “;Como se trazan las alturas?”, “La definiciéon que
construimos de altura de un tridngulo... ;contempla el caso de los
tridngulos rectangulos?”. Quedaron a disposicion hojas blancas para
que, si lo consideraban necesario, los estudiantes dibujaran un tridn-
gulo rectangulo.

A partir de estas preguntas se genera un nuevo espacio de trabajo don-
de los estudiantes comienzan a explorar y a elaborar conclusiones. La
intervencion del docente es minima, solo aclara ciertas dudas. Algunos
alumnos empiezan trabajando solos y luego consultan a un compaiiero.

Otros se van trasladando por los grupos, compartiendo el trabajo.
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La discusion se organizé de la siguiente manera. Primero se pre-
sentaron las conclusiones de tres alumnos, Alan, Leonel y Ludmila,
en ese orden. Las dos primeras, con una fuerte presencia de lo traba-
jado anteriormente, enuncian que las alturas del tridngulo rectingu-
lo son exteriores. La tercera, en cambio, considera que solo se traza
la altura correspondiente al lado mas largo del tridngulo rectangulo
porque las otras dos ya estan trazadas.

Alan dibuj6 un tridngulo rectangulo is6sceles, como se puede ob-
servar en la imagen 40, y respondi6 que los segmentos que comple-
taron el cuadrado eran las alturas relativas a cada cateto, dos de ellas
exteriores. Es posible que lo trabajado con el tridngulo obtusdngulo
haya guiado su razonamiento. La docente intervino recuperando la

definicion trabajada en clase.

Nuevamente, Leonel menciond que también en este caso el segmen-
to es “defectuoso”. Se arriba a la siguiente conclusion: este segmen-
to perpendicular a la base no pasa por el vértice opuesto, por lo tanto
no es la altura correspondiente a ese lado. Se descartaron las alturas
exteriores de Alan, pero Alan agregd, con razén, que el segmento
trazado media lo mismo que la altura.

Leonel, al igual que Alan, consideraba que la altura correspon-
diente a uno de los catetos es exterior al tridngulo pero su razona-

miento era diferente. La dificultad de que la altura y el lado estén

99



100 ENTRE DOCENTES |

superpuestos él la “salvaba” trazando la recta que contiene al lado y

desplazando un poco mas la escuadra, como muestra la imagen 41.

Fueron sus compaiieros quienes le hicieron notar que la altura no es
exterior, porque si continuaba moviendo la escuadra, el segmento ya
no pasaria por el vértice opuesto. Entonces Leonel enuncid que este
triangulo no tiene alturas. La docente intervino: “;Es posible que
un tridngulo no tenga alturas?”. Algunos estudiantes respondieron
que si... Entonces la docente pregunt6 nuevamente: “;Cudntas bases
tiene este tridngulo?”. Le contestaron que tres. “Entonces, ;puede
tener una sola altura si tiene tres bases?”, insistio. En la clase quedd
circulando que a este tipo de tridngulos también se les tendria que
poder trazar tres alturas.

Ludmila comenzé trazando la altura correspondiente a la hipo-
tenusa, que es interna, sin dificultad. Luego apoyd la base de la es-
cuadra sobre uno de los catetos y la desliz6 en busca del vértice
opuesto. En ese momento, Ludmila enunci6 que no se podia trazar
la altura porque ya estaba trazada, y marcé con la escuadra uno de
los lados del tridngulo rectangulo (imagen 42).

La docente retomo esta tltima idea: Ludmila no dijo que no existia

la altura sino que no podia marcarla porque ya estaba trazada. Ella
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entiende que al apoyar otra escuadra buscando el vértice opuesto llega
exactamente al lado perpendicular. Uno de los catetos del tridngulo
coincide con la altura correspondiente al otro cateto. La docente inter-
vino: “;Qué piensan de lo que esta diciendo Ludmila?”.

Se les dieron unos minutos a los alumnos y algunos, como Tatiana,
recrearon el trabajo de Ludmila con su propio tridngulo (imagen 43).
Una vez mas, apelar a la definicién construida junto a los estudiantes

permite repensarla para el caso de los tridngulos rectangulos.

En esta instancia del trabajo colectivo, no era una dificultad entender
que esa altura, que ya estaba trazada para Ludmila, era ciertamente
la altura correspondiente a uno de los catetos, ya que ese segmento
cumple con ambas condiciones: es perpendicular al lado y llega has-

ta el vértice opuesto. Todas estas conclusiones fueron escritas con
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palabras de los alumnos. Como todos dibujaron un tridngulo distin-
to, fue necesario pensar en un tridngulo rectangulo “general”. De los
mismos alumnos surgié la necesidad de ponerle letras para poder
nombrar y escribir de una manera mas clara. La imagen 44 muestra
el dltimo pizarrén con las huellas de la discusion colectiva. Estudiar
el caso particular de los tridngulos rectangulos permitié profundizar

en la definicién que recién se estaba “amasando” en el aula.
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ACTIVIDAD 8
Revisen las respuestas de la actividad 1 y expliquen por qué el tridngulo

amarillo entra solamente apoyado sobre uno de sus lados.

Esta actividad esta pensada para que cada estudiante elija como resolverla: de
manera individual, en parejas o en pequefios grupos. Se trata de volver sobre
cuestiones que en su momento fueron explicadas desde la manipulacién de los
tridngulos y que ahora pueden argumentarse involucrando la nocion de alturas
de un tridngulo.

La actividad 1 presentaba cinco tridngulos con alturas de distintas dimen-
siones y una banda entre dos renglones. La tarea consistia en explorar si se
podian ubicar los tridngulos entre esos renglones. En aquella instancia, los
alumnos no tenfan las herramientas para argumentar por qué algunos tridn-
gulos entraban o no entre dos renglones dados. La discusion colectiva gird
en torno a un trabajo relacionado con la manipulacién de los tridngulos.
Los alumnos iban rotando el tridngulo, apoyaban un lado sobre el renglén y

decidian si entraba o no.
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Retomar esa tarea ahora tiene la intencion de que los estudiantes puedan
utilizar como argumento el concepto de altura de un tridngulo. En este caso,
el tridngulo amarillo solo entra si se lo apoya sobre el lado m, ya que la altura
correspondiente a dicho lado coincide con la distancia entre los renglones.

Para ello el docente tiene que tener disponibles los tridngulos y las hojas
utilizadas en la primera actividad. Oralmente también se puede recuperar
el trabajo realizado, pero es posible que algunos estudiantes pidan las hojas
porque necesitan tomar contacto con el problema manipulando nuevamente el
tridngulo o midiendo la distancia entre los renglones. A otros quizas les baste
con preguntarle al docente la medida entre renglones, a modo de dato.

Aunque haya estudiantes que encuentran que el tridngulo amarillo solo entra
apoyando el lado m sobre uno de los renglones a través de la manipulacion del
triangulo, es importante resaltar en el aula que en esta nueva actividad se pide una
explicacion, razones que permitan asegurar que solo entra apoyando el lado m.

El tridngulo utilizado es acutangulo, por lo tanto se espera que el trazado de
sus alturas no genere una dificultad. Una vez marcadas y medidas, los alumnos
estdn en condiciones de asegurar que solo entra apoyado sobre el lado m y la
razon es que la altura correspondiente a dicho lado coincide con la distancia
entre los renglones.

Es factible que los alumnos que no necesitan mas que conocer la distancia
entre los dos renglones, tracen las tres alturas del tridngulo y comparen sus
medidas con la distancia dada por el docente. Después de la discusion colectiva,

y como cierre de la actividad, se espera llegar a un escrito como el siguiente:

El triAngulo entra apoyado .
sobre el lado m porque la altura
relativa a dicho lado mide igual
que la distancia entre los i

renglones. No entra apoyado
sobre los otros lados porque
sus alturas miden mas que esa
distancia.
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EXPERIENCIA DE AULA

REGISTROS DE LAS CARPETAS DE LOS ALUMNOS: LA ESCRITURA
DE LOS ARGUMENTOS

A continuacion, presentamos los trabajos de tres grupos distintos. El pri-
mero comienza explicando por qué el tridngulo no entra apoyado sobre
los lados 'y 0. Se puede observar en el escrito (imagen 46) que llaman
a la altura correspondiente al lado » como ‘el valor de »”” y a la altura
correspondiente al lado o como lado “0”, algo que ya habia ocurrido
en la actividad 4. En su argumentacion esta presente la nocion de altura

de un triangulo, aunque todavia sea una dificultad hablar de ella.

El segundo grupo (imagen 47) solo se interes6 en argumentar por qué
si entra el tridngulo apoyado en un solo lado. En su escrito no esta
dicha la palabra altura pero si se hace referencia a su definicion, ya
que hablan del segmento perpendicular al lado m con extremos en el
vértice C. Luego de la lectura, sus compaiieros les preguntaron qué es
C, ya que en el tridngulo no se usa esa letra. Los integrantes de este
grupo se dan cuenta de que algo habia que cambiar, ellos lo redactaron
siguiendo literalmente la definicién de altura que tenian en la carpeta.

El tercer grupo peg6 en su escrito el tridngulo amarillo donde se
observan las alturas trazadas y las medidas de las mismas (imagen
48). En su escrito, enuncian que si se apoya el lado m sobre el ren-

glon, el triangulo “entra justo™; pero si se lo apoya sobre el lado n

>>
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o el lado o sobresale de los renglones porque “las alturas son mas
grandes”. En la discusion, los integrantes de este grupo aclararon
que las medidas de las alturas correspondientes a los lados 7 'y o son
mayores que la distancia entre los renglones. La docente intervino,
preguntando qué significaban las dltimas anotaciones: N = 10; O =
6,8 y M = 5,6 Todos los alumnos entendian que hacian referencia a
las alturas correspondientes a esos lados porque habian tomado esas
medidas y coincidian. Se discutié que solamente nosotros entendia-
mos esta anotacion, porque habiamos realizado esta actividad, pero
que era necesario completarla para que cualquier persona al leerlo

pudiera entender a qué nos estdbamos refiriendo.

Finalmente, cada grupo ajustd su escrito a partir de lo trabajado en

la discusién colectiva.

3. El tridngulo utilizado en el aula tenia otras medidas que el incluido en este documento.
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REFLEXIONES FINALES

Disefiamos estas actividades considerando al aula de matemética como un
espacio de construccién colectiva donde cada estudiante tiene la oportunidad
de recuperar y resignificar saberes abordados en otros momentos de su escola-
ridad, y desplegar estrategias, mientras construye nuevos conocimientos. Los
comentarios en torno a la experiencia en el aula y las producciones de los
estudiantes que incluimos pretenden mostrar un modo posible en que esto se
despliegue.

Muchas veces el trabajo de nuestros alumnos nos sorprende y supera las
propias anticipaciones, haciéndose necesario realizar ajustes de lo planificado
sobre la marcha y tomar decisiones imprevistas. Este caso no fue la excepcion.
En la experiencia de aula se advierte que la docente se encontré modificando
y organizando el desarrollo de la clase de una manera distinta a la anticipada.

Mas alla del analisis particular de lo acontecido en el aula con cada
actividad, queremos ahora sefialar algunas cuestiones vinculadas con el
quehacer matematico que se presentaron en nuestra experiencia, algunas no
anticipadas al momento de disefiar los problemas. Todas ellas requirieron un
tiempo de trabajo en el aula bien invertido, porque va consolidando mejores

condiciones para seguir trabajando en el futuro:

1) El uso de la escuadra para el trazado de rectas paralelas: para algunos
alumnos, su utilizacion fue algo nuevo; para otros, una herramienta de
medicién un tanto “imperfecta” que requirié el uso de hasta tres de ellas
para medir un segmento de manera més certera.

2) La “negociacién” en torno a los resultados de una medicidn con instrumen-
tos: cada vez que se completaban las tablas, habia que ponerse de acuerdo
y decidir cudles eran las medidas que se iban a escribir. Los estudiantes
necesitaban acordar para colocar esa medida en la tabla. Incluso, algunos
alumnos se tomaban el trabajo de medir los segmentos de sus compaiieros

con sus propios instrumentos de geometria para comparar las medidas.
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3) Las dificultades con la escritura: creemos que proponer actividades que
involucren producciones escritas por parte de nuestros alumnos es enri-
quecedor. Pero su incorporacion a las tareas de la clase de matematica
tiene que ser paulatina y gradual. Pedirles a nuestros alumnos la escritura
de procedimientos y argumentos en la actividad 4 los enfrent6 con una
tarea dificil. No obstante, esa tarea les posibilité reorganizar el pensa-
miento, retomar y reformular conceptos trabajados. El trabajo colectivo
posterior sobre las escrituras fue una manera de abordar desde otro lado,
y entre todos, la complejidad de lograr un escrito que explique.

La actividad 8 permiti6é una vuelta sobre la escritura: los estudiantes ape-
laron a la nocidén de altura para incorporarla en el armado de argumentos
matematicos, despegdndose un poco de la manipulacion de los tridngulos y
el trazado. Agreguemos que si el trabajo de escritura se realiza junto a otro
u otros, intercambiando ideas y puntos de vista, aumenta su potencialidad.

4) El espacio de la discusion colectiva como un espacio de construccion de
conocimiento con los otros: para nosotros fue un espacio pensado antes,
durante y después del desarrollo de la clase. Antes de la clase disefiamos
el problema y anticipamos posibles respuestas e intervenciones, pensa-
mos también que asuntos ibamos a querer discutir y retomar entre todos,
a propésito de las resoluciones de los estudiantes. Durante la clase, en el
aula, hubo que decidir —entre otras cosas— el orden en que se presentan y
discuten las estrategias de los alumnos, tomar decisiones frente a produc-
ciones no previstas, concretar qué de lo producido iba a quedar registrado
en el pizarrén a modo de conclusiones. En los momentos posteriores al
desarrollo de la clase, en tanto, analizamos lo ocurrido a la luz de las an-
ticipaciones y objetivos y, eventualmente, decidimos incluir alguna nueva
actividad o pregunta, o modificar el disefio de alguna actividad posterior.

5) La construccién de una definicion: gracias a lo trabajado en las tres pri-
meras actividades, los alumnos lograron formular una definicion de al-
tura provisoria vinculada al tridngulo acutdngulo en la actividad 4. Esta

definicion se convirti6 en el argumento matematico que permitié refutar
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algtin razonamiento o validar otro a la hora de ampliar la definicién para

que contemple el caso de los tridngulos rectangulos y obtusingulos.

Pensar el trabajo en matematica como una trama en la cual se articulan nocio-
nes, tipos de actividades y técnicas permite planear la ensefianza sin privile-
giar unas sobre otras. Esperamos que este documento dé pie para reflexionar
sobre eso a partir del ejemplo particular que presentamos. Queremos volver a
enfatizar que todas las actividades disefiadas comparten la intencién didactica
de involucrar a nuestros estudiantes en la tarea matematica a la cual se los
convoca. Suponemos compartida esa intencién con nuestros colegas lectores
y posiblemente tendrin otros ejemplos de escenarios disefiados por ellos con
el mismo proposito.

Por tltimo, asumiendo como compartido también el objetivo de entrar en
didlogo con las ideas de nuestros alumnos, pensamos que al presentar aqui
sus producciones ofrecemos la posibilidad de detenerse a estudiarlas con un
tiempo que las demandas del aula no nos permiten tener en nuestra tarea diaria.

Por todo eso esperamos que este documento pueda servir como insumo para

“pensar la clase” y seguir trabajando para la formacion de los estudiantes.
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CAPITULO 3

El azar y el manejo de la informacion
a través de la matematica

Betina Duarte, Patricia Duarte Lezcano y Federico Maciejowski

INTRODUCCION

La relevancia del desarrollo del pensamiento probabilistico en la formacién
de los individuos es un sefialamiento que converge tanto desde el campo de
la educacién matematica, como desde el propio campo de la matematica. El
mundo en el que nos movemos es fluctuante: la mayoria del tiempo tomamos
decisiones en situaciones de incertidumbre.

El matemético Luis Santal6, un doble referente del campo de la matemaética
y del &mbito de la educacion, sefiala laimportancia de la formacidn estadistica y
probabilistica como parte de la formacién basica y comuin de los ciuda-
danos que conviven con encuestas de opinidn, informacion sobre el rating de
programas, las chances de obtener un auto por sorteo, los indicios del posible
éxito de un candidato en las préximas elecciones, la informacién que diarios y
revistas ofrecen a través de graficos estadisticos y una infinidad de cuestiones
cotidianas donde las probabilidades y la estadistica estan presentes aunque, en
ocasiones, invisibilizadas (Santalo, 1995).

La matemética nos ofrece herramientas para estudiar fendmenos con la
precisiéon que nos aportan escenarios donde impera la certidumbre y la deter-
minacion, pero también nos habilita a entrar en el mundo de lo incierto a través
de métodos de estimacion. Motivados por estas ideas diseflamos una propuesta

para un aula del ciclo bésico que creemos que puede adaptarse a distintos afios,
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dependiendo de los alumnos y del proyecto de ensefianza. En ella consideramos
tratar el significado de la probabilidad y algunas nociones bésicas de la estadistica.

Los estudiantes tienen en general una idea intuitiva y provisoria acerca de “lo
probable”. Esperamos que este conjunto de actividades que presentamos sirvan
para hacer explicitas esas concepciones, cuestionarlas y hacerlas avanzar hacia una
zona donde la matematica pueda aportar a un mejor manejo de la incertidumbre.

Si bien es cierto que la presencia de la estadistica y de las probabilidades en
los disefios curriculares esta planteada desde hace tiempo, la experiencia que
tenemos y el contacto con profesores nos hacen pensar que la probabilidad de
llegar a un aula de una escuela secundaria y presenciar una clase donde estos
temas estén siendo tratados es baja.

Las razones de esto se vinculan tanto con la historia de la ensefianza de la
matematica como con la historia de la propia disciplina. Por eso, invitamos a
los docentes a recorrer esta propuesta para replantearse dicho escenario y poder
llevar al aula una secuencia inicial para la ensefianza de la estadistica y la proba-

bilidad a través de problemas que se conectan con el cotidiano de los estudiantes.

PARTE 1: PROBABILIDAD (ENTRE LO SEGURO Y
LO IMPOSIBLE, LO PROBABLE)

Al jugar, ;jcon cualquier eleccion tenemos la misma chance de ganar?
La intencién de las primeras actividades de esta secuencia es presentar a los alum-
nos sucesos de distinta naturaleza: imposibles, probables y seguros. Por otro lado,
también se propone distinguir entre un experimento y sus posibles resultados.

Analizar resultados y elegir chances

ACTIVIDAD 1

A continuacién se lista un conjunto de experimentos en una primera
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columna. En otra columna, junto con cada experimento, aparece un
resultado. Les pedimos que indiquen cuiles, de todos ellos, son a su
criterio resultados seguros y cudles imposibles. Por ejemplo, si pensamos

en el experimento de tirar un dado y que como resultado salga un nimero

natural de un solo digito, ese resultado es seguro.

Ahora les toca a ustedes...

numero que salid

digito

: Clasifi-
Experimento Resultado -
caclion
: . Sale un numero
Tirar un dado y mirar el
natural de un solo Seguro

Arrojar un dado y mirar el
numero que salid

Sale un numero
divisible por 11

De un mazo de 48 cartas,
sacar dos al azar y anotar qué
cartas salieron

Salen cartas distintas

Tirar 3 monedas y mirar el lado
que salié en cada una de ellas

Se obtienen tres
caras

Seleccionar un alumno de tu
curso y preguntarle el nUmero
de calzado

El nimero es mayor
a25

Observar una partida
de ajedrez y contar los
movimientos del ganador

La cantidad de
movimientos es 2

Buscar con los ojos cerrados
un par de medias de tu cajon
de medias y mirar lo que sale

Sacas un elefante

Observar una partida de
ajedrez y contar la cantidad
de movimientos que hizo el
ganador

La cantidad de
movimientos es 17

Abrir un libro en la pagina 7 vy
contar la cantidad de letras "A”
que tiene el primer parrafo

La cantidad de letras
“A” es 26.

Seleccionar 8 personas de tu

curso y preguntarles qué dia

de la semana nacieron (lunes,
martes, etc.)

Hay dos que
nacieron el mismo
dia de la semana

Esta actividad tiene varias intenciones. Por un lado, se busca que los alum-

nos utilicen sus nociones personales de lo que significa que algo sea seguro
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o imposible y asi clasifiquen estos resultados. Por otro lado, la presentacion
elegida (una tabla) tiene como objetivo distinguir con claridad en este primer
problema entre la idea de experimento y la de resultado de un experimento, ya
que muchos alumnos no lo suelen distinguir. Para reforzar esto hemos repetido
algunos experimentos presentando distintos resultados.

Otra cuestidn es que se presentan experimentos con resultados que no son
seguros ni imposibles. Esto dard una oportunidad al docente para introducir la
nociéon de probable, asociada a resultados de experimentos. De esta manera,
se espera que todos aquellos resultados que no son marcados como imposibles

ni seguros empiecen a ser considerados como probables.

ACTIVIDAD 2
a) Para cada uno de los siguientes experimentos, completen la tabla con

un resultado imposible, uno probable y uno seguro.

Experimento Resultado Resultado Resultado

imposible probable seguro
Tirar un dado y mirar | Que salga Que salga un Que ;alga
el numero que salid un 8 multiplo de 2 un numero
menor a /7

De un mazo de 48
cartas, sacar dos al
azar y anotar qué
cartas salieron

Arrojar una moneda
hacia arriba y contar
el tiempo que tarda

en caer

Seleccionar un
alumno de tu curso
y preguntarle el
numero de calzado

b) A partir de la siguiente tabla, inventen experimentos para que el
resultado que lo acompafia no sea seguro ni imposible. Es decir, que
sea un resultado probable. La primera linea, por ejemplo, podria

completarse con el siguiente experimento: “Tomar una carta al azar
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de un mazo y mirar el nimero que salié”. Les proponemos que

piensen otro.

Experimento Resultado probable

Sale un numero divisible por 1

El nimero es mayor a 25

Tarda una semana

Es un numero natural de un solo
digito

Esta actividad contintia con la distincién entre experimento aleatorio y sucesos
aleatorios. A su vez, permite afianzar las ideas de resultado imposible, pro-
bable y seguro. Serd interesante observar cémo resultados con una redaccién
similar pueden ser probables, imposibles o seguros, dependiendo del experi-
mento al cual estin vinculados.

En un momento de sintesis, a partir de los ejemplos se podra presentar y/o

escribir colectivamente una idea y también una definicién de:

a) Experimento aleatorio

b) Resultado seguro, probable e imposible

A continuacidn, se propone una actividad que requiere que los chicos jueguen
en la clase. Se espera que a partir de la experimentacion (jugar varias veces al
juego) los estudiantes puedan construir intuitivamente la idea de que hay suce-
sos mas probables que otros. Las conclusiones obtenidas podrian funcionar
como un buen recurso para tomar una decision en el marco de otro juego que

se propone en la actividad 4.

ACTIVIDAD 3: LA CARRERA DE CABALLOS
Explicacién del juego:
Se juega entre dos participantes. Cada jugador elige un caballo y marca

con un color el nimero que lo identifica. No pueden tener el mismo caballo
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(si no se ponen de acuerdo, cada uno lanza un dado y elige primero quien

obtenga el nimero mayor).

META

teeeeeeeeeee

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

Se lanzan los dos dados y se suman los nimeros que salen. El caballo cuyo
nimero coincide con esa suma avanza un casillero. Gana la partida el jugador

cuyo caballo llega primero a la meta. Cuando esto ocurre, la partida finaliza.

Un escenario posible para trabajar en el aula serfa el siguiente:

1) Inicialmente, el docente lee el instructivo del juego o lo reparte en forma
escrita a los estudiantes.

2) Luego, el docente pide a los estudiantes que elijan un caballo ganador.
Una vez hecha la eleccion, se realiza una partida grupal en el pizarrén a
modo de entrada en el juego. Tanto las apuestas de los chicos como los
resultados de la partida quedardn registrados en el pizarrén. Es posible
que algunos elijan el caballo nlimero uno y luego comprueben que este
caballo no tiene forma de avanzar. Esta situacion se podra vincular con
lo discutido en los problemas anteriores: en este caso, “obtener 1” es un
resultado imposible en el experimento “tirar dos dados y calcular la suma

de los nimeros obtenidos”.
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3) Se propone luego el juego en parejas. Antes de comenzar, cada estu-
diante vuelve a elegir un caballo ganador y consigna su eleccién en la
hoja repartida. Las parejas de alumnos juegan una partida completa y
marcan los resultados de su juego, es decir, marcan en la hoja el avance
de cada caballo (por ejemplo, utilizando cruces o puntos). Este juego de
a dos se puede repetir un par de veces. Sera interesante que los alum-
nos registren todas sus elecciones y todos los resultados de la partida.
El tiempo estimado para cada una de estas partidas es de diez minutos
aproximadamente.

4) A continuacion se organiza un momento de discusién grupal. Una vez
que los estudiantes han completado un par de partidas se puede detener
el juego en parejas y poner en comin a qué han llegado. El docente podra
preguntar si el caballo ganador fue siempre el mismo o si hubo distintos
resultados y tomar un registro de lo que ocurrié en todos los grupos. Se
espera que los caballos 6, 7 y 8 ganen un mayor nimero de veces en com-
paracion con los caballos 2 o 12.

Ante este escenario los estudiantes podran confirmar, por sus propias
experiencias o al conocer los resultados obtenidos por sus compaiieros,
que ciertos caballos ganan mas veces que otros. Se espera que vayan ob-
servando que la mayoria de las veces gana uno de los caballos de la zona
central. No hay intencién de avanzar sobre la cantidad de casos favora-
bles para cada caballo, pero al mismo tiempo pensamos que si la clase se
lo esté planteando, el docente puede entrar en esta cuestion indagando los
argumentos que esgrimen los estudiantes para decidir una mayor chance
de ganar de un caballo que de otro. Ser4 conveniente dejar para mis ade-
lante (en suspenso) la especificidad del calculo.

5) Se toma registro de los datos obtenidos por todos los grupos. Esta reco-
leccioén tiene como objetivo hacer evidente la cantidad de veces que sali6
cada una de las sumas al considerar el total de veces que se tiraron los da-
dos en toda la clase. Para representar este bloque de datos serd necesario

disefiar un diagrama de barras. El profesor puede organizar el diagrama
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en el pizarrén mientras los alumnos tienen a su disposicién los pequefios

diagramas de juego, que resultan similares al que se construye.

En esta fase de la actividad el interés se desplaza del juego y se centra en la
ocurrencia de cada resultado posible para la suma de dos dados. Proponemos
que la recoleccién de datos se realice de un modo claro pero informal, sin
entrar en las definiciones de diagrama de barras o de pictograma. Mas ade-
lante se podra tomar esta experiencia como pie de apoyo para hablar de formas
de representacion de la informacion.

Los alumnos que ya jugaron sus respectivos juegos podrdn comparar sus
esquemas de jugadas con el diagrama del pizarrén, lo que les dar4 la idea de la

diferencia que hubo entre las ocurrencias de las distintas sumas.

CUADRO 1. DIAGRAMA DE BARRAS DISENADO A PARTIR DE LOS DATOS
DE TODA LA CLASE

507

433
360 359
305
268
234
182 175
98
79
0

3 4 5 6 7 8

SUMA DE LOS DADOS

CANTIDAD DE VECES QUE SALIO

Se podré concluir que los niimeros centrales tienen mayor ocurrencia que los
nimeros de las puntas o que los nimeros que estin més cerca del 7 salen con
mayor frecuencia que los que estin mas alejados. También, aunque depen-
diendo de las experiencias de la clase, se podra concluir que el 7 es el que tiene

la mayor chance de aparecer.
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La intencién de este juego ha sido la de continuar trabajando con las ideas
de sucesos imposibles y sucesos mas o menos probables dejando para otro
momento el estudio matematico de por qué un caballo u otro podria avanzar
mas rapido. En otras palabras, se trabaja con la nocién de no equiprobabi-
lidad de sucesos, pero cabe sefialar que no estamos pensando en presentar esta

denominacién a los estudiantes.

ACTIVIDAD 4
El siguiente juego es un bingo con dados. La cantidad de jugadores no
puede ser superior a cuatro y para empezar a jugar cada uno tiene que

elegir cualquiera de los cartones que figuran a continuacion.

Carton 1 Carton 2
7 9 2 6 7 8
3 2 3
12 6 10 n 12
Cartoén 3 Carton 4
N 9 5 7 9 5
4 2 8
10 12 6 10 4

Explicacion del juego:

Se tiran dos dados y se suman los nimeros que