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PRESENTACION

El Ministerio de Educacién del Gobierno de la Ciudad de Buenos Aires desarrolla un
conjunto de acciones dirigidas a promover que el conocimiento llegue a todos por
igual —favoreciendo la verdadera inclusién educativa—, a mejorar la oferta de ensefian-
za y a propiciar aprendizajes que les permitan a los estudiantes ejercer sus derechos
ciudadanos y continuar con estudios superiores si asi lo desean.

En este marco, la Direccion General de Educacién de Gestion Estatal (a través de las
Direcciones de Educacion Media, de Educacién Técnica, de Educacion Artistica y de
Educacion del Adulto y del Adolescente asi como la Direccion General de Planeamien-
to e Innovacién Educativa (a través de la Gerencia Operativa de Curriculum, y de la
Gerencia Operativa de Evaluacién Educativa) promueven el fortalecimiento y el me-
joramiento de la experiencia educativa que ofrecen los establecimientos de ese nivel.

Los materiales curriculares que a continuacion se presentan, contribuyen a configurar
un contexto propicio para la profundizacién de la reflexion y el fortalecimiento de la
mirada pedagdgica sobre los procesos de ensefianza en la escuela secundaria.

Esta serie esta concebida como una coleccién de recursos para la ensefianza; preten-
de atender al enfoque didactico, favorecer las practicas reflexivas de los profesores y
colaborar con la I6gica de organizacidn de recursos por parte de la escuela, el departa-
mento, la asignatura. Cada titulo que integra la serie posee una identidad tematica. Es
decir, los recursos que agrupa cada material remiten a algin contenido especificado
en los trayectos de contenidos formulados para el Nivel Secundario. Tal es el caso,
por ejemplo, de “Las relaciones coloniales en América” en Historia, o “Numeros racio-
nales” en Matematica. La eleccién del tema se ha realizado considerando uno o mas
de los siguientes criterios: se aborda aquello sobre lo que hay mayor dificultad para
ensefar y/o mayores obstaculos para que los alumnos aprendan, aquello sobre lo que
no hay suficientes recursos, o aquello sobre lo que lo existente no esta tratado segin
el adecuado enfoque. Cada material tiene la impronta de la asignatura, y, segin el
caso, incluye diversos recursos: selecciones de textos para los alumnos, articulos pe-
riodisticos, mapas, imagenes (pinturas, grabados, fotografias, laminas), selecciones de
videos, selecciones musicales, gréaficos, propuestas de actividades.

Los siguientes titulos conforman la serie Aportes para la ensefianza. Nivel Medio*:

Biologia. Darwin y la evolucion. Se plantean sugerencias y orientaciones para trabajar
en el aula y que los alumnos conozcan los aportes desarrollados por Darwin para la
construccién de la biologia y la ciencia en general, teniendo en cuenta que el enfoque
evolucionista es un contenido presente en el curriculum de las escuelas de la Ciudad.

* Actualmente, Aportes para la ensefianza. Nivel Secundario.
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Biologia. Procesos relacionados con la vida y su origen: la célula y las estructuras
asociadas a sus funciones. Aborda contenidos del programa de 2° afio: el origen de
la vida, la nutricién en el nivel celular, la célula como sistema abierto y la diversidad
biol6gica: nutricién y multicelularidad. La propuesta permite trabajar los contenidos
antes mencionados partiendo de distintos recursos: textos cientificos, laminas, video y
actividades exploratorias y experimentales.

Biologia. Los intercambios de materia y de energia en los seres vivos. Aborda con-
tenidos del programa de 1° afo: nociéon de modelo, concepto de sistema, estructura
de la materia, estudio del modelo corpuscular, transformaciones quimicas, composi-
cién de los seres vivos y de los alimentos, los seres vivos como sistemas abiertos, la
obtencién de materia y de energia, transformaciones de la materia y la energia en los
ecosistemas. La propuesta permite trabajar los contenidos antes mencionados par-
tiendo de distintos recursos: textos cientificos, laminas, video y disco compacto con
secuencias didacticas.

Geografia. Relaciones entre Estados: el caso de las plantas de celulosa en Fray
Bentos. Atiende al programa de 2° afio. Propone el trabajo a partir del caso de las
pasteras que posibilita la articulaciéon de contenidos de diversos bloques: “Los Estados
y los territorios” (los conflictos entre los Estados, las relaciones y articulaciones entre
los niveles nacional, provincial y municipal a partir de las decisiones y las acciones
tomadas por sus gobiernos), del bloque: “Los cambios en la produccién industrial y
las transformaciones territoriales” (la industria, la organizacién de la produccién y los
territorios; los factores de localizacién industrial, los espacios industriales, los cambios
en la division territorial del trabajo, etcétera). Para el desarrollo del tema se presentan
articulos periodisticos, mapas, imagenes, cuadros estadisticos y un video.

Geografia. Problematicas ambientales a diferentes escalas. Atiende al bloque de
contenidos “La diversidad ambiental en el mundo” del programa de 1° afio. Para el desa-
rrollo del tema se presenta una seleccion de articulos periodisticos, mapas y video.

Historia. Los mundos del medioevo. Esta propuesta tiende a incrementar y diversifi-
car los materiales disponibles para el desarrollo del programa de 1° afio, en particular
para el tratamiento del tercer bloque de contenidos: “Los mundos durante el medioe-
vo”. Se trata de un conjunto de recursos —documentos escritos, imagenes, interpreta-
ciones de historiadores y mapas— que el docente podra seleccionar y decidir el tipo de
actividad por desarrollar a partir de las posibilidades que los mismos brinden.

Historia. Las relaciones coloniales en América. Para desarrollar el bloque de conte-
nidos del programa de 2° afo, se presentan fuentes testimoniales como la interpreta-
cién de historiadores, grabados, graficos, documentos histéricos, datos de poblacién,
normas y testimonios de la época.

Lengua y Literatura. El diario de Ana Frank. Se proponen situaciones de lectura y
escritura para acompanfar la lectura del Diario asi como posibles recorridos para que
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los jévenes lectores puedan abordar el texto por su cuenta. También se recomiendan
sitios destacados en Internet, peliculas, series y documentales relacionados con la vida
y la época de Ana Frank.

Lengua y Literatura. La diversidad linguistica. Este material se propone crear condi-
ciones que favorezcan la reflexion sobre las relaciones entre lenguaje, sociedad y cul-
tura, destacando la dimension interaccional del lenguaje y su incidencia en la forma-
cién de la conciencia critica del sujeto social. Aborda como eje tematico la diversidad
lingistica y su proyeccion en la literatura, y diversos contenidos pertenecientes a las
practicas de lectura, escritura y oralidad relativas al discurso literario, presentes en los
programas de 1°y 2° afio.

Matematica. Geometria. Ensefianza de la geometria, con referencia a temas de todas
las unidades de los programas de 1° y 2° afio. El trabajo en geometria adquiere carac-
teristicas propias que lo diferencian del dlgebra y la aritmética, y plantea a los docentes
cuestiones especificas por tener en cuenta para involucrar a los alumnos en el aprendi-
zaje. Se propone el trabajo con algunos de los teoremas clasicos de la geometria plana
y en la construccién de figuras.

Matematica. Nimeros racionales. El documento presenta caracteristicas diferentes
de los anteriores. En relacion con su produccién, es el resultado del trabajo conjunto
de un equipo de profesores de la escuela secundaria de la Ciudad y especialistas de la
Gerencia Operativa de Curriculum. Respecto de la propuesta didactica, aborda el blo-
gque NUmeros, unidad Numeros racionales. Desde el trabajo matematico, promueve
la identificacion de “las dificultades en el aprendizaje”, para profundizar la construc-
cién de conceptos como: proporcionalidad y orden en Q+; fracciones como medida
y orden en Q+; orden y densidad en Q; producto en Q+; conjeturas y validacién de
propiedades en Q.

Mausica. Taller de audicion, creacion e interpretacion. El material presenta recursos
para atender los tres ejes de los programas de 1° y 2° afio (produccién, apreciacién,
contextualizacién), con propuestas de actividades para el aula relacionadas con la au-
dicién, la creacién grupal y la interpretacion vocal. Incluye dos discos compactos con
pistas de audio, partituras y fichas de trabajo.

Plastica. El color, la textura y la forma en la indumentaria del habitante de la Ciu-
dad. Presenta propuestas para el trabajo en el aula tomando como eje la indumentaria
de los habitantes. El material se estructura a partir de un video, que el docente pue-
de utilizar para promover el anlisis y la reflexién de los alumnos sobre el tema. Esta
acompafiado por propuestas pedagdgicas.

Teatro. El espacio teatral. Presenta propuestas para el trabajo en el aula tomando
como eje el concepto de espacio. Incluye un video que permite la apreciacién de di-
versos tipos de escenarios, sus origenes, su relacién con el tipo de propuesta teatral.
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INTRODUCCION

Este material se presenta como un aporte a la compleja tarea que a diario desarrollan
los profesores de Matematica al pensar y gestar su clase.

Se inscribe dentro de la serie Aportes para la ensefianza - Nivel Secundario; esta serie,
en el area de Matematica, cuenta ya con un documento sobre nimeros racionales y
otro referido a la ensefianza de geometria.! Esta en proceso de edicién, ademas, un
documento de esta misma serie sobre funcién exponencial.

Como los anteriores, este material es producto del trabajo conjunto entre un grupo
de profesores de escuelas medias y especialistas en Didactica de la Matematica.2 A
medida que se fueron elaborando las actividades, los docentes del grupo las imple-
mentaron en sus aulas y la reflexion colectiva en torno a lo sucedido permitié ajustar
la propuesta inicial. Las discusiones y reflexiones en el grupo permitieron dar forma
a la propuesta que aqui presentamos. La tarea se desarroll6 durante los afios 2008 y
2009. En diciembre de este Ultimo afno finalizé la redaccion de este documento.

Reafirmamos aqui nuestro propésito de involucrar a los estudiantes de la escuela se-
cundaria en una verdadera actividad de produccion de conocimiento: “Esto hace ne-
cesario crear un ambiente en la clase que aliente a los alumnos a ensayar, producir di-
ferentes soluciones y aportar ideas para enfrentar los problemas propuestos. Ensayos,
resoluciones e ideas que son materia prima a partir de la cual el docente organiza las
interacciones en la clase con el objeto de discutir sobre la validez, precisién, claridad,
generalidad, alcance, etcétera, de lo que se produjo”.3

Para elaborar esta propuesta para la ensefianza de “lo cuadrético”, tuvimos presente per-
manentemente la realidad de las aulas con su diversidad, sus docentes y sus alumnos.

La pregunta que nos planteamos originalmente fue: ;cudl es la potencia del estudio de
este tema en la escuela, si se pone en el centro la formacién matemadtica del alumno?

Y a partir de esta pregunta, fueron apareciendo otras:

e ;Qué tipo de situaciones se modelizan con funciones cuadraticas?

e ;Cuales son las potencialidades y al mismo tiempo las dificultades del trabajo alge-
braico que aporta este tema?

e ;En qué medida los conocimientos anteriores de los alumnos influyen en la cons-
truccion de “lo cuadratico”? ;Qué conocimientos se requieren como insumos para
dicha construccién?

—_

Disponibles en www.buenosaires.gov.ar/areas/educacion/curricula/serie_aportes.php.

2 Los profesores participantes trabajan en escuelas publicas o privadas de la Ciudad de Buenos Aires y el gran Buenos
Aires, y los especialistas pertenecen a la Gerencia Operativa de Curriculum del Ministerio de Educacién de la Ciu-
dad de Buenos Aires y al equipo del proyecto UBACyT, X 207 de la Facultad de Ciencias Exactas de la Universidad
de Buenos Aires.

3 Geometria. Direccién de Curricula y Ensefianza, Ministerio de Educacién GCBA, 2007.
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e ;Donde ubicar este tema en relacion con el de polinomios: antes, o después?

Respecto de la “férmula resolvente”, nuestra experiencia nos muestra que los alumnos

la memorizan y a posteriori la utilizan de manera mecanica, aun en casos en los que

no es necesaria. Al respecto, nos preguntamos:

e ;Podran llegar a construir esa férmula con sentido, a partir de un recorrido? ;Cual
es la potencia de pensar las ecuaciones de segundo grado a partir de la funcién
cuadratica?

Presentamos una sintesis de las ideas centrales que fuimos elaborando en torno a estas
preguntas y que se plasmaron en una propuesta para la enseflanza de funcién cuadra-
tica, la parabola y las ecuaciones de sequndo grado. El tratamiento que proponemos
para estos temas involucra varios aspectos:

¢ el modelo cuadratico permite abordar el estudio sistematico de un tipo de cremien-
to no uniforme, que enriquece el trabajo hecho con funciones lineales y es la puerta
de entrada al estudio de funciones polinémicas;

* la resolucién de distintos problemas asociados con estas funciones dara sentido al
trabajo algebraico con las férmulas de las funciones cuadraticas;

e las diferentes escrituras de la formula de una funcién cuadratica, puestas en rela-
cién con las caracteristicas del grafico cartesiano, enriquecen el sentido de ambas
formas de representacién de las funciones;

¢ el estudio de las ecuaciones de segundo grado a partir de las funciones cuadraticas
permite construir un sentido de las ecuaciones que no se agota en la aplicaciéon de
una regla para resolverlas.

ORGANIZACION DEL DOCUMENTO

En cada capitulo se abordan distintos aspectos de la problematica cuadratica a partir
de la formulacién y andlisis de un conjunto de problemas. En los comentarios que
acompafan a cada problema se incluyen referencias explicitas a la experiencia de los
docentes del grupo. En particular, incluimos algunas producciones de los alumnos que
obtuvimos de diferentes formas: registros y fotos de clase realizados por observadores
del grupo, fotocopias de las carpetas y narraciones producidas por los propios profe-
sores sobre lo que pasé en sus clases.

PRIMER cApiTULO: Construccion de formulas cuadraticas para contar colecciones
En los Contenidos para el Nivel Medio de Matematica* se plantea la produccién de férmulas
en IN. En el programa de primer afio, respecto de esta actividad, se propone:

“Obtener férmulas para contar los elementos de una coleccién —trabajo que comienza en
primer aflo— permite poner en evidencia la estructura del algoritmo de célculo subyacen-
tey, a la vez, esto da sentido a un primer uso de la letra como variable y a un trabajo sobre
las escrituras, El algebra aparece como herramienta para tratar una cierta problematica y,

4 Contenidos para el Nivel Medio - Matemdtica. Resolucién N° 6.942/09; Programas para Primer Afio del Nivel Medio,
Resolucién N° 354/03 y Programas para Segundo Afio del Nivel Medio, Resolucién N° 1636/04.
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al mismo tiempo, las distintas maneras de abordar un mismo problema dan sentido a la
discusién sobre las equivalencias de las diferentes expresiones que lo representan.”

Las actividades que proponemos en este capitulo presentan colecciones cuya cantidad de
elementos en el paso n se modeliza con una férmula cuadratica en IN. La potencia de este
tipo de actividades esta en la posible diversidad de producciones de los alumnos.

Las distintas escrituras que aparezcan en el aula permiten trabajar sobre la nocién de
equivalencia de expresiones y sobre las transformaciones algebraicas.

SEGUNDO cAPiTULO: Introduccion a la funcién cuadratica a partir de problemas en
contextos geométricos

Los problemas presentados en este capitulo involucran distintas situaciones geométricas.
La tarea de los alumnos es estudiar el crecimiento/decrecimiento (cuadratico) de una varia-
ble e identificar un gréfico para cada una de las funciones; en principio, sin la escritura de
una férmula. Esto involucra diferenciarlo de un crecimiento lineal y comenzar a considerar
fendmenos que comprenden la existencia de maximos o de minimos.

Tercer capiTuLO: El estudio de la funcion cuadratica a partir de la expresion cané-
nica de su formula

Se plantea en este capitulo un trabajo de lectura de informacién a partir de la expre-
sién, candnica de la férmula de una funcién cuadratica. Esta lectura permite producir
informacion acerca de la situacion que la funcién modeliza, como asi también poner
en relacién la formula de la funcién con las caracteristicas de la parabola que la re-
presenta graficamente. Incluimos también la actividad inversa de produccién de una
férmula candnica para una funcién que cumpla determinadas condiciones.

Por otro lado, se propone un trabajo de célculo de puntos simétricos, de preimagenes,
de raices de la funcién, que es posible a partir de la expresién canénica sin necesidad
de “una férmula resolvente”.

CuarTo capiTuLo: Estudio de la funcién cuadratica a partir de distintas escrituras
de su férmula

En este capitulo se trabaja con distintas expresiones algebraicas de una funcién cua-
drética. Las primeras actividades apuntan a la idea de que cada una de ellas porta
una informacién particular sobre la parabola. La bdsqueda de maximos y minimos se
trabaja, en un primer momento, para problemas en contexto y, luego, para férmulas
descontextualizadas y se apoya en la identificacién de un par de puntos simétricos de
la parabola. La posibilidad de encontrar el vértice de la parabola a partir de una for-
mula cualquiera permite transformarla en su forma canénica.

Finalmente, se plantean problemas que requieren hallar los ceros de la funcién, para
lo cual serd necesario encontrar la forma canénica de la férmula.

Como resultado de este recorrido, los alumnos habrian elaborado un procedimiento
que, a partir de una férmula desarrollada, permite hallar los ceros de la funcién. Al
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final del capitulo, a partir de este procedimiento general, se encuentra una férmula
—la conocida férmula resolvente- para calcular las raices de la funcién conociendo los
coeficientes de la expresion desarrollada.

Con esta propuesta nos propusimos arribar al concepto de ecuacion por la via de las
funciones, considerando las soluciones de la ecuacién como los valores de la variable
(o de las variables) que cumplen la igualdad f(x) = 0.3

Pensar la ecuacién como “una condiciéon que se impone sobre el dominio de una
funcién” pone en juego la de idea de variable, por sobre una idea mas estatica de
incognita.

Los docentes que participaron en la elaboracion de esta propuesta han expresado su
satisfaccion frente a la produccién de los alumnos y al clima de trabajo que se insta-
laba en el aula. Al final del documento incluimos un anexo 2 con relatos de ellos, que
reflejan lo vivido en las clases.

Al escribir este documento, vislumbrabamos la incorporacién de las computadoras al
trabajo cotidiano en las aulas en un futuro no tan inmediato. Por esta razon elabo-
ramos nuestra propuesta para ser desarrollada sin ese recurso e incorporamos como
anexo 3 actividades que incorporan la computadora como herramienta de trabajo
para el estudio de la funcién cuadratica.

Esperamos que este documento colabore con la tarea de todos los docentes que dis-
frutan ensefiar matematica, y ayude a que sus alumnos se involucren mas en la tarea
que se les propone.

5 Enlos programas de Matematica de primero y de segundo afio se encuentra un planteo semejante para las ecuacio-
nes lineales. Direccion de Curricula y Ensefianza, Programa de Matematica, Primer afio, pp. 25 y 26.
Disponible en www.buenosaires.gob.ar/areas/educacion/curricula/media.php?menu_id=20709
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CariTuLo 1

CONSTRUCCION DE FORMULAS CUADRATICAS
PARA CONTAR COLECCIONES

En este capitulo, proponemos situaciones que implican el conteo de ciertos elementos
de una figura cuyo “tamafo” varia. Uno de los objetivos es producir una férmula que
cuente la cantidad de elementos de la figura en funcién de su “tamafio”. Este tipo
de actividades se propone como una de las vias de entrada al algebra, al inicio de la
escuela media. Los problemas que presentamos en este documento requieren la pro-
duccién de férmulas cuadraticas para contar las colecciones.

Se trata de plantear a los alumnos actividades en las que la escritura x2 tenga senti-
do y que, al mismo tiempo, generen la necesidad de un trabajo algebraico sobre las
expresiones producidas. Apoyarse sobre el contexto de las figuras que aparecen en
cada problema permitira discutir sobre la equivalencia de las distintas expresiones
que representan el conteo. De este modo, algunas reglas clasicas de transformaciones
algebraicas (factor comuan y distributiva, cuadrado de un binomio, etcétera) toman
sentido en la discusion sobre las equivalencias.6

Los problemas que presentamos fueron llevados al aula por docentes del grupo, si-

tuacién que permitié recoger abundante informacién sobre la gestiéon de la clase y las
producciones de los alumnos en escuelas de diferentes caracteristicas.

PROBLEMA 1
EL CALCULO DE LOS FOSFOROS

Se arma con fésforos un cuadrado cuadriculado, de la siguiente forma:
Este cuadrado tiene 3 fésforos de lado.

— i —— . . .
! f a) ¢Cudntos fosforos se necesitan para armar esta
| | figura?

e -r S _“w b) ¢Cuantos fésforos se necesitaran para hacer un

| | cuadrado que tenga 56 fésforos de lado?
y——= __-'-w__—"q ¢) Encontrd una férmula que permitan calcular la
I |

cantidad de fésforos que se necesitan para armar

C— e —em s — e un cuadrado de 7 fosforos de lado.

6 Enel programa de primer afio se propone trabajar problemas de este tipo con modelos lineales. Si los alumnos no
los han hecho antes, seria necesario comenzar con alguno de aquellos problemas.
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COMENTARIOS

El trabajo de los alumnos puede organizarse en etapas:

e trabajo individual sobre las consignas ay b;

e trabajo en pequefios grupos para discutir y unificar una respuesta con su explica-
cién para la pregunta b;

e discusién colectiva sobre las distinta maneras de contar para un cuadrado de 56
fésforos por lado;

e trabajo sobre la consigna c en los grupos;

e discusién colectiva sobre las férmulas producidas y las equivalencias.

Se anticipan algunas formas de organizar el conteo de los fésforos:

e Considerar la cantidad de fésforos del perimetro del cuadrado, mas los fésforos
interiores; el perimetro es 4 veces la cantidad de fésforos por lado. En el interior se
forman (n — 1) columnas y (n - 1) filas, todas con el mismo nimero n de fésforos,
el lado del cuadrado.

La expresion resulta: 4n + (n = 1)n + (n = 1)n; 6: 4n + 2(n - 1)n

e Calcular el total de columnas (n + 1) y la cantidad de fésforos n de cada columna
duplicarlo, porque coincide con “lo que pasa” en las filas.
Asi se obtiene la expresion: 2(n + 1)n

Estas diferentes maneras de contar habran aparecido en el calculo del cuadrado con 56
fésforos por lado. Quizas sea necesario que el docente solicite el “método de célculo”
que utilizaron, mas alla del resultado que hallaron. La escritura de esos calculos (vea a
continuacién algunas posibilidades) puede contribuir a la produccién de la férmula
general.

4.56+(56-1)-56+(56-1)-56
4.56+2-(56-1)-56
2.(56+1)-56

Una vez producidas las férmulas, las mismas tienen que ser equivalentes, porque cuen-
tan lo mismo. Esa equivalencia puede ser revalidada transformando las escrituras (en
ese caso, se necesita utilizar la propiedad distributiva).

EPI1SODIOS EN EL AULA

Comentamos el trabajo en un aula de tercer afio, donde se realiz6 este problema a
partir del trabajo con la formula.

La docente organizé a los alumnos en grupos. La mayoria conté y produjo la formula
(n + 1) - n- 2, excepto un grupo, que contd los fésforos del perimetro mas los que
estaban adentro y produjo una férmula errénea: 4n + n - (n - 2) - 2, porque consideré
que adentro del cuadrado hay n — 2 columnas de n fésforos. Una alumna dijo: “Hay
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algo que estd mal con esta formula, porque con la primera se llega a 2n2 + 2n; en
cambio, con esta se llega a 2n2.”

Si bien los alumnos aceptaron la objecién, no pudieron encontrar el error en el conteo.

En otro grupo, un alumno que habia trabajado individualmente produjo la siguiente
expresion: 2n2 + 2n, y explicé cémo la obtuvo: consider6é que hay n2 cuadraditos (no
fésforos) y por cada cuadradito conté los dos fésforos que forman los lados de un
angulo recto (una L); esto da 2n2. Con esta expresion se contaron todos los fésforos,
excepto los que forman dos de los lados del cuadrado grande. Estos suman 2n. Se
obtiene entonces 2n2 + 2n. La profesora le propuso que comparta su solucién con sus
compafieros de grupo. Estos, aunque no lograron entender demasiado la manera de
contar del compafiero, dijeron: “No le entendimos mucho, pero es la misma férmula a
la que llegamos haciendo la distributiva (ellos habian producido la formula(n+1) - n -
2), asi que debe estar bien”. En este caso, el trabajo algebraico de algunos estudiantes
sirvié para validar el trabajo de otros.

La puesta en comun, donde se volvieron a explicar las diferentes maneras de contar,
fue el momento en que los chicos comprendieron este procedimiento y el error que
habia aparecido en el otro calculo.

Queremos destacar los efectos que producen las interacciones entre alumnos y con la

docente en esta puesta en comun:

e se comparten producciones diferentes;

¢ se hace explicito que, como las férmulas cuentan la misma cantidad de fosforos,
tienen que ser equivalentes;

* no es la docente quien corrige un error, sino que es fruto de las interacciones entre
los alumnos;

e se comprende una produccién ajena que no se habia podido entender en el trabajo
en grupo.

PROBLEMA 2
EL CALCULO DE LAS DIAGONALES EN UN POLIGONO DE N LADOS

a) ;Cudntas diagonales tiene un poligono de 4 lados? ;Y uno de 5 lados? ;Y uno
de 6 lados?

b) Cuenten ahora las diagonales de un poligono de 7 lados (intenten hacerlo sin
dibujarlas todas).

c) ;Cudntas seran las diagonales de un poligono de 20 lados? ;Y las de uno de n
lados?
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Comentarios

La organizacién de la clase podria ser similar a la del problema anterior. Pensamos

algunas maneras de organizar el célculo de la cantidad de diagonales; por ejemplo:

e Cada vértice “hace diagonal” con todos los que no son sus vecinos. Esto significa
que cada vértice forma diagonal con n — 3 vértices. Como hay n vértices, tendria-
mos la férmula n(n — 3). Pero dos puntos determinan una Unica diagonal, y con
esa férmula nosotros la estariamos contando dos veces; por lo tanto, la férmula
quedaria: % n(n - 3).

Cada uno de los n vértices se puede asociar con los otros n — 1 vértices; resultan en-
tonces —— n(n — 1) segmentos diferentes. Pero dos vértices contiguos determinan un
lado, no una diagonal. Por eso hay que restar la cantidad n de lados. La formula que
se obtiene es:

1

—n(n-1)-n

Lnn-1
Como vimos en los ejemplos anteriores, es posible establecer un juego de validacién
apoyado tanto en el contexto del problema como en la operatoria algebraica, que

permite afirmar que ambas expresiones son equivalentes.

La exploracion hecha para casos particulares y la produccién de una formula permiten
extender el trabajo en otras direcciones. Por ejemplo, pedir la construccién de una
tabla que relacione la cantidad de lados del poligono con la cantidad de diagonales
que se obtiene:

Cantidad de lados del poligono 4 5 6 7 8 9
Cantidad de diagonales 2 5 9 14 20 27
+3 +4 +5

Hay una regularidad "observable" en la fila de abajo: la diferencia entre un nimero y el

siguiente va aumentando en 1. Con mayor precision, se puede sefalar que:

e la cantidad de diagonales de un poligono de 4 lados + 3 es igual a la cantidad de
diagonales de un poligono de 5 lados;

e la cantidad de diagonales de un poligono de 5 lados + 4 es igual a la cantidad de
diagonales de un poligono de 6 lados.

Esto permitiria formular la conjetura general: “Cantidad de diagonales de un poligono
de n lados” + (n — 1) = “Cantidad de diagonales de un poligono de n + 1 lados”.

(En qué podrian apoyarse los alumnos para elaborar una prueba de la conjetura que
se acaba de enunciar?

Supongamos un poligono de n lados al cual se le agreg6 un vértice A para convertirlo
en uno de n + 1 lados.
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Todas las diagonales del poligono de n lados también seran diagonales de este nuevo
poligono de n + 1 lados; y se agregan ahora, ademas, las que tienen por un extremo
el vértice A y por otro extremo a cualquiera de los n — 2 vértices con los que A puede
“formar diagonal”. Pero ademas, al “interponer” el vértice A entre otros dos, un “vie-
jo” lado se transforma en diagonal, con lo cual, en total se agregan n — 1 diagonales.

A
El lado marcado pasa a ser Se agregan el viejo lado y las tres
diagonal al agregar un vértice diagonales que pasan por A.

entre sus extremos.

El analisis sobre la figura explica entonces la regularidad numérica que se “observa”
en la tabla.

Resta aln por hacer un tratamiento en el marco algebraico: segin lo que se acaba
de validar, se le suma n -1, se obtiene la cantidad de diagonales del

poligono de n + 1 lados.

Ahora bien, si se aplica directamente la férmula que se obtuvo al principio para un
poligono de n + 1 lados, se obtiene %(n +1)(n+1-3) =%(n +1) (n-2)

Sabemos que esta expresién tiene que ser equivalente a% n-3)+n-1.

Queda para los alumnos la tarea de revalidar, por medio de un célculo algebraico,
esta equivalencia. Nuevamente, las operaciones sobre las expresiones algebraicas en-
cuentran un fin (validar una igualdad que se sabe que tiene que ser cierta) y, al mismo
tiempo, un contexto que permite a los alumnos controlarlas (si no obtienen una igual-
dad de expresiones, saben que hicieron algo mal). Esta finalidad y esta posibilidad
de control aportan a la construcciéon de sentido de estos aspectos mas técnicos del
trabajo algebraico.

Variantes del problema 2
Se plantean a continuacién problemas analogos en otros contextos:

+ ¢Sin personas asisten a una reunion y todas se dan la mano, ;cuantos
apretones de mano hubo?

+ Searma un campeonato de véley con n equipos, y se quiere que jueguen
todos contra todos dos veces (es decir, partido y revancha). ; Cudntos
partidos habrd en el campeonato?
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Puede pensarse el problema de los apretones de manos de distintas maneras:

e de forma similar al problema 2, cada una de las n personas puede darle la mano
a las otras n — 1 personas, resultando entonces el nimero n (n — 1); pero de esta
manera se estaria contando cada apreton dos veces; por lo tanto, la férmula final
seria n_—(g;u .

® una persona le puede dar la mano a las n — 1 personas restantes; para la siguiente
persona, restan n — 2 asistentes a quienes darle la mano, y asi sucesivamente; se
forma asi la expresion: (n—=1) + (n-2) +... + 1, que resulta la suma de los primeros
n — 1 ndmeros naturales.

Si este dltimo groblema ya hubiera estado resuelto, se sabe que la férmula resultante
es N-AN . En caso contrario, el problema de los apretones de manos permitiria
arribar a dicha férmula.

Si pensamos que todos se dan la mano con todos, obtenemos n2 apretones de manos;
a esto hay que descontar los n casos de una persona consigo misma (nadie se puede
“autoestrechar” la mano), y luego dividir por 2, ya que asi evitamos contar dos veces
el inico apreton de manos entre un par cualquiera de personas; de este modo, resulta
la férmula r12_2—r1 .

En cuanto al problema del torneo de véley, para contar la cantidad de partidos puede
pensarse en una grilla rectangular, donde filas y columnas corresponden a la totalidad
de los equipos. A los n2 casilleros hay que multiplicarlos por 2 (porque cada par de
equipos se enfrentara 2 veces, en el torneo) y restarle los casilleros que corresponden
al cruce de un equipo consigo mismo (n).

Se puede relacionar estos dos problemas con el anterior, y aprovechar el trabajo ya
hecho para resolver las nuevas situaciones. La diferencia entre las tres situaciones plan-
teadas se refleja en la produccién de tres férmulas diferentes. Estudiar estas relaciones
entre variaciones del problema y variaciones de la formula es parte del trabajo necesa-
rio para lograr dominar las tareas inherentes a la modelizacién, y aporta a la construc-
cién de sentido del lenguaje algebraico.

Nos interesa, en este momento, hacer una reflexion acerca de una cierta manera de
plantear los ejercicios de produccién de férmulas que suele encontrarse en algunos
textos. Se trata de problemas donde se “muestran” dos o tres términos de una secuen-
cia y se solicita a los alumnos que la continlGen y, eventualmente, den una férmula
para expresar la cantidad de elementos del lugar n, como si fuera obvia la regularidad
o como si hubiera una Unica manera de completar la secuencia, sin dar ninguna in-
dicacién de cémo se construye el término general de la secuencia o cémo se pasa de
un lugar al siguiente.

Al proponer esto, se esta invitando a los alumnos a dar por valida una ley general a
partir de conocer unos cuantos ejemplos de la misma, y sabemos los riesgos de que
se arraiguen este tipo de practicas. Estamos interesados en que los alumnos lleguen a
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comprender que, en matematica, una generalizacion que se hace a partir de algunos
ejemplos no es mas que una conjetura que debe ser luego validada —o eventualmente
rechazada— con argumentos que sean validos mas alla de los ejemplos considerados.

Ahora bien, cuando estamos apuntando a la aparicién de una variedad de férmulas
diferentes, con el objeto de tratar en el aula cuestiones de equivalencia, puede ocurrir
en algunos casos que al dar nosotros una definiciéon precisa de la secuencia estemos
obstruyendo la posibilidad de “verla” de otras maneras y, por lo tanto, de producir
férmulas diferentes.

El problema que presentamos a continuacién se ubica en esta problematica. Se parte
de la consideracién de tres figuras, y se invita a los alumnos a buscar regularidades en
ellas. La reflexién colectiva permitira llegar a acuerdos acerca de qué caracteristicas
permiten realizar la descripcion de estas figuras, caracteristicas a partir de las cuales se
define toda una coleccién. Se trata de un delicado equilibrio entre habilitar en el aula
diferentes miradas y, al mismo tiempo, definir la secuencia sin ambigiedad.

PROBLEMA 3
EL CALCULO DE LA CANTIDAD DE CUADRADITOS

Se presentan las tres figuras siguientes:

Encuentren en las 3 figuras las cosas que cambian y las que no.
({Qué tienen en comun las tres figuras? ;Qué caracteristicas se ob-
servan en las tres por igual? ;Pueden describirlas de alguna forma?

La consigna del problema anterior puede darse en forma oral, al igual que las tareas
subsiguientes que se iran proponiendo.

La riqueza de este problema consiste en que hay muchas maneras de mirar regulari-
dades en estas figuras. Por ejemplo:
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e pueden verse como un cuadrado central con cuatro tiras pegadas en los cuatro
laterales;

1

L |

e otra posibilidad es verlas como cuadrados a los cuales se les quita 3 cuadraditos en

cada vértice;

e también pueden verse como rectangulos a los que se les agregan dos tiras arriba y
abajo;

e otra posibilidad es verlas como dos rectangulos iguales superpuestos, uno vertical y
otro horizontal, a los cuales se les agregan 4 cuadraditos; esta misma figura puede

considerarse también como un cuadrado central con cuatro rectangulos adosados
y cuatro cuadraditos en las esquinas.

] 1

L] ]

La idea es fomentar esta diversidad de miradas en la clase y ponerlas en comdn, no
para unificar un punto de vista, sino para habilitarlas a todas como criterios validos
para pensar en otras figuras.

Una vez establecidas con los alumnos las caracteristicas que tienen estas tres figuras, se
propone pensar en figuras de este tipo pero de mayor tamafio, con mayor cantidad de
cuadraditos en la base. Quizas sea necesario acordar que “la base”, en estas figuras,
son los cuadraditos en los que la figura se “apoya”.

Hasta ahora, se trabajo la regularidad de la forma (las tres figuras mantienen la misma
forma); ahora se plantea el problema de contar los cuadraditos de figuras de este tipo.
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Por ejemplo, se puede proponer:
¢Cudl es la cantidad total de cuadraditos de la figura, cuando en su base hay 57

En esta nueva tarea, se elige trabajar con 5 cuadraditos de base, ya que de esta manera
la figura no resulta la “siguiente” a las tres anteriores y, por otro lado, el nimero a con-
siderar es aln pequefio: el hecho de que no sea la “siguiente” figura hace necesario
poner en juego la relacién entre la cantidad de cuadraditos de la base y la forma de
cada figura, y no las relaciones entre esa figura y la anterior; el hecho de trabajar con
un namero pequefio hace que una estrategia posible sea hacer el dibujo de la figura y
contar los cuadraditos que la componen.

Con la finalidad de que los alumnos abandonen el conteo de uno en uno, se propone:

Calcular la cantidad total de cuadraditos cuando la base tiene 50 cuadraditos, detallando
los cdlculos que hay que realizar.

De este modo, los alumnos irdan pensando en formas de contar en relacién a cémo
ellos vieron y describieron las tres figuras iniciales.

Después de esta tarea, es conveniente discutir colectivamente las distintas maneras de
contar. La participacién del docente colaborando en la organizacién de la escritura de
los célculos, y eventualmente en la realizacién de los esquemas de las figuras, sera un
soporte para la realizacién de la siguiente tarea:

Escribir una formula que permita calcular la cantidad total de cuadraditos para una figura
de estas caracteristicas con n cuadraditos de base.

Se espera que las diferentes maneras de “mirar” las figuras deriven en diferentes mane-
ras de calcular la cantidad de cuadraditos, y en la produccién de férmulas diferentes:

n n+4
[n+ 2] ]
[ ] n+2 |
+4

— H P =

n+4 nM+4)-n+2-N+2)+2-

nN+2)2+4-n (n+4)2-12 (N+4)-n-2-n2+4

Es importante que el docente remarque que n designa la cantidad de cuadraditos de
la base; de lo contrario podrian aparecer formulas escritas en funcién de variables di-
ferentes y no comparables, y no seria posible entonces estudiar las equivalencias entre
esas féormulas.
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El hecho de que haya muchas férmulas para contar lo mismo permite trabajar en la
clase en torno a la equivalencia de esas expresiones. Los alumnos podran decir que las
férmulas “Son equivalentes, porque dan lo mismo”. Para ellos puede resultar suficien-
te esa explicacion; para que se adentren en el trabajo algebraico, el docente puede
solicitarles que prueben si todas las férmulas se van a poder escribir de la misma mane-
ra. El trabajo consistira, entonces, en transformar todas las formulas en una expresién
comun.

EPI1SODIOS EN EL AULA7

Incluimos aqui el relato de situaciones relevantes para mostrar la riqueza y la potencia
de una clase en la que el conocimiento matematico se construye colectivamente. Los
episodios intentan comunicar algunas producciones de los alumnos, interacciones en-
tre pares e intervenciones docentes.

Una produccién no prevista

En un aula, un grupo de alumnos produjo una nueva forma de contar que no ha-
biamos previsto en nuestras anticipaciones: la forma es un cuadrado cuyo lado es la
base de la figura, y se le suman cuatro partes que son “el lado mas el lado mas uno”.
Para calcular la cantidad de cuadraditos de la figura con base 5, los alumnos escri-
bieron: (50 + 51) - 4 + 502y produjeron la siguiente féormula: (n + n + 1) 3) - 4 + n2.

m
I_\__I_'

En la puesta en comin, algunos alumnos eligieron una manera de contar producida
por sus compafieros, de la que se apropiaron porque les parecié “mas clara”, “mas
sencilla” o “mas cdmoda”. La interaccion con los pares les permitié explicar su propio

procedimiento, entender procedimientos de otros, compararlo con el propio y anali-
zar la validez.

Una vez recuperados todos los procedimientos producidos, el/la docente propone es-
cribir una férmula que permita calcular la cantidad de cuadraditos para un n cualquie-
ra. Mostramos una carpeta de un alumno que muestra cdmo se pasa de la escritura
con nimeros a la utilizaciéon de n para generalizar en la férmula.

7 Este problema se trabajé en cursos de escuelas medias de la ciudad de Buenos Aires y de la provincia de Buenos Aires,
en aulas conformadas por alumno/as de diferentes grupos sociales y con muy diferentes relaciones con la matematica;
algunos habian trabajado la produccién de férmulas lineales; otros no lo habian hecho y tampoco estaban habituados
a realizar actividades de exploracién como esta. En todos los cursos, el entusiasmo de los alumnos ante esta situacién
didactica fue gratificante.
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TRABAJO CON EQUIVALENCIA DE FORMULAS

En la puesta en comun, el docente propone probar la equivalencia de las formulas.

Como ya dijimos para los alumnos, esto es evidente “porque cuentan lo mismo”. Un
alumno responde a la convocatoria de la docente diciendo: “Para qué, si lo pruebo
con la calculadora”.

Se discute el sentido de este trabajo, y es el docente quien sugiere que “Para probar
que son equivalentes, tienen que poder transformarse todas en una misma expre-
sién”. De esta manera, los invita a entrar en el trabajo algebraico.

El pizarrén registra lo producido por los alumnos en relacién con la equivalencia en el
momento de la puesta en comun:
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LA CARPETA DEL ALUMNO

Una actividad que propusieron las docentes como tarea para la casa fue “Reconstruir
el problema de las tres figuras”, con el objetivo de que los alumnos recuperaran y
organizaran las ideas trabajadas en clase. Esta tarea tiene varias finalidades: por un
lado, para realizarla, los alumnos deben recurrir a un trabajo de reconstruccién, de
volver a pensar cdmo se produjo colectivamente la solucién de este problema; por
otro lado, ayuda a instalar en los estudiantes el habito de guardar un registro escrito,
en su carpeta,8 de lo realizado; finalmente, al ser una tarea para la casa, obliga a cada
alumno a trabajar individualmente en relaciéon con producciones que en gran parte
fueron grupales.

Por otra parte, esto le sirve al docente para evaluar en qué medida los alumnos com-
prendieron el tema, y para recoger informacion acerca de qué aprendieron y cémo
lo hicieron.

8 En el documento Estudiar matematica se lee: “La carpeta es el espacio en el que se deja registro de las interacciones que
se producen en la clase a propésito de un saber matematico. Tiene —o deberia tener— un valor instrumental importante.
Para que este valor instrumental pueda construirse, es necesario que sea el alumno quien elabore y decida cémo incluir
en la carpeta los aspectos centrales del trabajo. El problema no se resolveria dictandole al estudiante aquello que el
profesor considera esencial. Lo esencial tiene que estar en la carpeta, pero elaborado por el alumno”. Disponible en
estatico.buenosaires.gov.ar/areas/educacion/curricula/d2web01.pdf
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A continuacién, se presentan ejemplos de registros de las carpetas de alumnos:
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Las profesoras del grupo —que en principio veian complejo este problema para llevar a
sus aulas— quedaron muy contentas por el entusiasmo con que participaron los alum-
nos y por todo el trabajo matematico que pudieron desplegar en torno al problema.

Presentamos a continuacién un Gltimo problema de “férmulas para contar”, con su-
gerencias para su gestion en el aula.
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PROBLEMA 4

En un cuadrado cuadriculado se pinta de rojo el borde. Algunos
cuadraditos de la grilla tendran 1 lado rojo, otros cuadraditos 2
lados rojos, y otros, ninguno. Se presentan 3 ejemplos de esto:

‘ (En estos
gréaficos, el

‘ color rojo se
reemplaza

por gris.)

a) ¢Cuantos cuadraditos con 1 lado rojo hay en cada figura? ;Cuantos
habria, si el lado del cuadrado tuviera 60 cuadraditos?

b) ¢(Cuantos cuadraditos con 2 lados rojos hay en cada figura?
(Cuantos habria, si el lado del cuadrado tuviera 60 cuadraditos?

¢) ¢Cuantos cuadraditos sin ningan lado pintado hay en cada figura?
(Cuantos habria, si el lado del cuadrado tuviera 60 cuadraditos?

d) Proponer una férmula para calcular la cantidad de cuadraditos con
1 lado rojo, otra para calcular la cantidad de cuadraditos con 2 la-
dos rojos, y otra para calcular la cantidad de cuadraditos sin ningan
lado pintado, para una grilla de n cuadraditos en el borde.

Como en los problemas anteriores, se trata de discutir con los alumnos diferentes
maneras de contar estas cantidades. Puede resultarles sorprendente que la respuesta
a la pregunta b es siempre 4, independientemente de la cantidad de cuadraditos del
borde. Una vez discutidas las resoluciones a las primeras tres consignas, se plantea la
basqueda de una férmula para figuras con n cuadraditos en el borde.

Comentarios
* Podria ser que algunos alumnos, para calcular una de las tres férmulas solicitadas
en la dltima consigna, restaran de n2 la férmula obtenida para los otros dos casos.
Por ejemplo, podrian contestar:
Cuadraditos con 1 lado pintado: (n - 2) - 4
Cuadraditos con dos lados pintados: 4
Cuadraditos con ningun lado pintado: n2-(n-2) -4-4

e Otros alumnos podran contar esto Gltimo de manera directa; por ejemplo, para
ningln lado pintado: (n — 2)2
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Esto permitiria trabajar en el aula la equivalencia entre las dos férmulas.

Si todos los alumnos calcularan cada caso de manera independiente, puede ser el do-
cente quién plantee que todo debe dar n2, que es la cantidad total de cuadraditos de
la grilla. Y proponerles llegar a eso algebraicamente.

En el Anexo 1 de este documento presentamos un conjunto de actividades que pue-
den incorporarse como otra via de entrada al trabajo algebraico y que explotan la idea
de modelizar el calculo de areas y perimetros de figuras. Es un trabajo que puede plan-
tearse en primer afio y ser continuado en segundo. Se podria acompafar con otras
actividades que trabajen en torno a la nocién de area.® Muchas de esas actividades, al
poner el juego la produccién de férmulas para medir areas de cuadrados y rectangu-
los, se ubican en el espacio de trabajo con expresiones cuadraticas, como el resto de
las actividades planteadas en este capitulo.

9 Ver documento Geometria (2007). Disponible enwww.buenosaires.gov.ar/areas/educacion/curricula/serie_aportes.php.
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CApPiTULO 2

INTRODUCCION A LA FUNCION CUADRATICA A PARTIR
DE PROBLEMAS EN CONTEXTOS GEOMETRICOS

Comenzamos este capitulo estudiando la funcién cuadratica a partir de la resolucién
de problemas en un contexto geométrico. Proponemos abordar en primer lugar el
analisis del modo de variacion de una funcién cuadratica y la forma de su gréfico.

Abordar la funcién cuadratica requiere estudiar los tipos de problemas que esta fun-
cién modeliza, analizar el modo de crecimiento, la simetria, la existencia de maximo
o minimo, todas las formas de representarla (contexto, tabla de valores, gréfico carte-
siano, férmula) y la relacién entre las distintas representaciones.

También se propone un trabajo de produccién de férmulas para las funciones estu-
diadas. Se intenta provocar la produccién de diferentes férmulas para abordar nue-
vamente (como se hizo en los problemas del capitulo 1) el trabajo algebraico que
justifique la equivalencia entre ellas.

Elegimos cuatro problemas que aluden a situaciones geométricas porque pensamos
que apoyandose en pocos conocimientos geométricos los estudiantes podran carac-
terizar el tipo de variacién de la variable y algunos rasgos de la funcién y de su gréfico.
Los alumnos podran determinar que en estas situaciones la variacion de la funcién no
es uniforme —que la forma en que crece “no es siempre la misma”—, que no es siempre
creciente o siempre decreciente, que el grafico es simétrico, que existe un maximo
o un minimo.

Estamos partiendo del supuesto que los alumnos han trabajado anteriormente con la
nocion de funcién lineal y que han analizado cémo se manifiesta el crecimiento uni-
forme en una tabla de valores y en un grafico cartesiano.

En caso de no ser asi seria conveniente que el docente proponga primero a sus alum-
nos algunos problemas que se modelicen con funcién lineal, con la idea de analizar
cdmo es el crecimiento: a aumentos iguales de la variable x hay aumentos iguales de
la variable y.

Analizamos con mas detenimiento los dos primeros problemas y presentamos el terce-
ro y el cuarto como otros ejemplos para que el docente pueda elegir segun se sienta
mas comodo con uno u otro.
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En el problema 1, que se presenta a continuacién, se busca analizar la variacién del
area de ciertos rectangulos inscriptos en un tridngulo is6sceles como el de la figura
que acompafia al enunciado escrito que se dara a los alumnos. Para entrar a trabajar
con el problema es necesario caracterizar a estos rectangulos con precisién y esto
podria hacerse oralmente antes de la entrega del texto. El docente puede conversar
con sus alumnos acerca del “tipo de rectangulos” con los que se va a trabajar, presen-
tando estas figuras en el pizarrén, describiendo las caracteristicas de las mismas y de-
dicandole el tiempo necesario para que todos los alumnos comprendan la situacion.
Una descripcién podria ser: “son los rectangulos que tiene dos lados apoyados en los
catetos del triangulo y un vértice en la hipotenusa”, nosotros optamos por no incluirla
en el texto.

PROBLEMA 1

Se tiene un triangulo isosceles rectangulo, cuyos

catetos miden 11 cm. Considerar los rectangulos que

se pueden dibujar dentro de la figura de la siguiente

manera:

a) ;Cual es el area del rectangulo de base dos? (es el rectangulo que esta
dibujado)

b) ;Habra algan rectangulo de este tipo que tenga un area mayor que el
que esta dibujado? Si es posible encontrar alguno, indicar el valor de
la base.

¢) ;Habra algin rectangulo de este tipo que tenga un area menor que el
de base dos? Si es posible encontrar alguno, indicar el valor de la base.

d) ;Habra algan rectangulo de este tipo que tenga un area igual que el
de base 2? Si es posible encontrar alguno, indicar el valor de la base.

Los alumnos podrian comenzar a resolver este problema en pequefios grupos. Es bas-
tante natural que en el inciso a) calculen el area del rectangulo dibujado, considerando
que la altura mide 9 cm porque “se ve” que el triangulito tiene los dos lados iguales.

El docente podria indagar sobre esta afirmacién que hacen los alumnos, provocando
la necesidad de elaborar una prueba (sin la propuesta del docente los alumnos se que-
daran con la evidencia proveniente de lo que se ve en el dibujo). Esta discusién puede
ser retomada para trabajar entre todos:

Una posible explicacion seria:

El triangulo original es isésceles y rectangulo por lo tanto sus dngulos agudos miden 45°.
Como los dos trigngulos que se forman al sacar el rectangulo de lado 2, son rectdngulos y
uno de sus angulos agudos mide 45°, el otro también mide 45°. Por lo tanto, el triangu-
lito de arriba resulta isésceles y su lado vertical mide 2. Lo que valida que el otro lado del
rectangulo mida 9.
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Otra explicacién se puede apoyar en el hecho de que los angulos del triangulo peque-
fio y el original son iguales al ser correspondientes.

A partir de esto pueden calcular el drea de otros rectdngulos variando la base. En la
basqueda de otros rectangulos, de mayor y menor éarea, los alumnos pueden registrar
otra propiedad de estos rectangulos: todos tienen el mismo perimetro.

Al finalizar el trabajo sobre estos cuatro items, el docente puede proponer hacer una
tabla, escribiendo la variacion del area en relacion con la base y altura del rectangulo
tomando los datos que generaron los alumnos.

BASE ALTURA AREA
1 10 10
2 9 18
3 8 24
4 7 28
5 6 30
6 5 30
7 4 28
8 3 24
9 2 18
10 1 10

Si ninguno propone datos no enteros, que es lo que generalmente sucede, serd mejor
dejar esta cuestion para mas adelante porque van a necesitar recurrir a ellos en la si-
guiente actividad que el docente propone a continuacién:

e) Para cada uno de los siguientes 6 graficos, decidir si puede corresponder
o no a la representacion grafica de la variacién del drea del rectingulo en
funcién de la base del mismo. En cada caso, dar argumentos para justifi-
car la respuesta.

1 4 2 3

Y

A 4
v
v
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Serad importante que el docente aclare que deben estudiar cada grafico —explicitando
las razones por las cuales eligen y/o descartan cada uno-, y no solo elegir el gréafico
que modeliza la situacion.

Comentarios

Estudiar cada uno de los seis graficos, buscando razones para aceptarlo o descartar-
lo, es una tarea que comporta una complejidad diferente a la de confeccién de un
gréfico, que clasicamente se resuelve en la escuela siguiendo el siguiente recorrido:
férmula de la funcién —> confeccién de tabla de valores —> marcado de puntos en un
sistema de ejes cartesianos —> dibujo de un gréfico aproximado uniendo los puntos.

Con esta tarea se pretende que el analisis de cada grafico se apoye en caracteristicas
del fenémeno. Para ello habra que convertir al registro de los graficos cartesianos
los aspectos identificados en el trabajo previo con el problema y, al mismo tiempo,
al estudiar los graficos los alumnos podran elaborar nuevas relaciones en torno a la
funcién estudiada.

Los seis graficos comparten con la funcién éarea algunas caracteristicas identificadas a
partir de los items anteriores; en ese sentido, decidir si un grafico corresponde o no
a esta funcién obligara a los alumnos a estudiar de manera mas precisa la variacion.

Por ejemplo, se espera que los alumnos al estudiar el grafico 2, lineal a trozos, iden-
tifiquen un aspecto caracteristico de la situacion: el area “crece primero y decrece
después a medida que la base aumenta”. Sin embargo, la linealidad en la totalidad
del intervalo donde el area crece (o decrece), es una caracteristica de este grafico que
no se corresponde con la situacién. Para analizar esto Gltimo es necesario recurrir a los
datos numéricos recogidos en la tabla de valores.

Hacer una tabla de valores no necesariamente lleva al alumno a establecer alguna
relacién sobre el tipo de variacién del fenémeno que esta estudiando. Es necesario
pensar en un trabajo de analisis sobre la tabla ya construida para atrapar algunas ca-
racteristicas de la variacién.10

La actividad de buscar razones por las cuales se puede descartar un gréfico y razones
por las cuales se lo podria elegir, es probablemente nueva para los alumnos y repre-
senta una oportunidad de volver a discutir asuntos generales en torno de los gréficos
cartesianos de funciones.

Es probable que en el aula empiecen a circular cuestiones relativas a la variacion del
area, que aumenta y disminuye o que hay dos valores donde da igual. Teniendo en
cuenta estas primeras conclusiones, es posible que los alumnos no descarten el ter-
cer grafico porque asuman implicitamente que entre 5y 6 el area no varia. El valor

10 parte de este andlisis se encuentra en el trabajo: “Construccién en el aula de la idea de curva en un entorno de funciones
cuadraticas”. Comunicacién de Borsani, Valeria; Luna, Juan Pablo; Sessa, Carmen al Congreso REPEM (2008).
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11 impar para el cateto del tridngulo esta puesto expresamente para que el maximo
no aparezca directamente en la tabla de valores, que en general se arma solo con
nameros naturales para la variable independiente.

Podria ser necesaria una intervencién docente preguntando sobre valores intermedios
entre 5 y 6 para la medida del lado. Esto favorece la profundizacién en el estudio de
la forma del grafico y la posible conclusién de que dentro del triangulo hay infinitos
de estos rectangulos.

En general, los alumnos no tienen duda de que si el lado del rectdngulo mide 5,5, el
area que se obtiene es maxima. Si bien validar esta afirmacién no es la tarea central
en este problema, es posible también que el docente la desarrolle ya que estda muy
bien adaptada a los conocimientos de los alumnos.

Presentamos una explicacion de este hecho basada
en cuestiones geométricas y comparaciones de areas.

El valor maximo corresponde al area del cuadrado de
ag lado 5,5, pues cuando disminuimos la base del cua-
drado, el segmento a que le sacamos a la base se lo
agregamos a la altura. La base del nuevo rectangulo
es menor que 5,5. El area blanca es comin al cua-
drado y al rectdngulo. Se necesita comparar los dos
rectangulitos.

El &rea punteada del rectangulito que se saca (a x 5,5) es menor que el area rayada del
rectangulito que se agrega (menos que 5,5) x a.

Por lo tanto el area del nuevo rectdngulo es menor que el area del cuadrado. El razo-
namiento es el mismo cuando aumentamos la base del cuadrado.

También se puede expresar algebraicamente el area del rectdngulo como : (5,5 - a)-
(5,5 + a) = 5,52 — a2, y esto resulta siempre menor que el area del cuadrado, 5,52,
porque aZ es positivo.

EPISODIOS EN EL AULA

Mostramos ejemplos de argumentaciones posibles de los alumnos; algunas generaron
debates en la clase:

Un alumno encaro la actividad realizando él mismo un grafico a partir de la tabla: “yo
hago el grafico y veo qué forma tiene”. Tomando como base su dibujo, empezé a
estudiar los otros graficos.
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e En torno al grafico 1, se escucharon distintos argumentos:

e “El 1 puede ser, porque tiene el mismo crecimiento y decrecimiento, y tiene un maxi-
mo”. Este argumento es refutado por un compafiero, que expresa: “como la diferencia
entre 1y 2 es 8yentre 3y 4 es 6, después 4 después 2, entonces sube con esta forma
(hace el gesto con las manos) y en ese, primero crece primero rapido y después mas
lento”.

e En otro grupo dijeron: “El grafico 1 no puede ser, porque al principio sube len-
tamente y luego aumenta con mayor velocidad, y el grafico de nuestra funcién
primero aumenta notablemente y luego mas lento”. Todo esto fue expresado mi-
rando la tabla en la cual se habian marcado las diferencias.

Base Area
1 10 ? 8
2 18 6
? 4
3 24 ?
4 28

Para descartar el grafico 2:

e “El 2 no puede ser, porque el crecimiento no es constante”.

e "El grafico 2 no corresponde porque crece proporcional y uniformemente y no
presenta variaciones en la pendiente, o mejor dicho en el crecimiento y decre-
cimiento, mientras que la funcién del problema crece deformemente y si varia”.

En torno al gréfico 3:

Como anticipdramos, muchos alumnos pensaron que este gréfico se correspondia

con la tabla al leer en esta que “entre 5y 6 la funcién era constante”. Después de una

intervencion docente, la tabla comenz6 a poblarse con mas valores:

e Una argumentacién fue: El gréafico 3 no corresponde, ya que entre los puntos 5 y
6 del gréfico se mantiene constante y no presenta las variaciones de centésimos
existentes hasta llegar al pico maximo de 30,25.

Base Area
5 30
5,1 30,09
5,2 30,16
5,3 30,21
5,4 30,24
5,5 30,25
5,6 30,24
5,7 30,21
6 30

El grafico 4:

® “Porque hay 4 puntos con la misma area y en el que te pide, hay 2“.

¢ “No es porque se repite 4 veces una misma area. Ademas hay 2 puntos maximos”.
* “Porque no decrece y crece dos veces”.
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El grafico 5:

¢ “No es, porque el crecimiento y el decrecimiento no es igual”.

e “Tampoco es, porque no tiene el maximo en el punto medio”.

e "“Estd como chanfleado, no tiene el mismo valor, no crece igual”.

Un episodio centrado en el trabajo sobre la tabla

En un aula un alumno se puso a estudiar ciertas regularidades que observaba en la
variacién del area. Si bien el crecimiento no era uniforme, habia algo uniforme en ese
crecimiento: para aumentos de una unidad en la variable x, el area aumentaba cada
vez menos, y la diferencia entre esos aumentos era siempre 2.

El docente decide tomar estas ideas y organiza una tabla ampliada como la siguiente:

X 11 -x A(x) = x - (11-x) Variacion del area

1 10 10

2 9 18 +8 -2
3 8 24 +6 g -2
4 7 28 +4 -2
5 6 30 +2 ? -2
6 5 30 0 ? -2
7 4 28 -2 ? -2
8 3 24 -4 ? -2
9 2 18 -6 ? -2
10 1 10 -8 ? -2

La decision del docente de dar cabida a estas ideas estuvo motivada por dos cuestiones:

1. Reflexionar con los alumnos sobre el sentido de esta constante y distinguirla de una
supuesta “pendiente” de la curva.

2. Destacar en este ejemplo un fenémeno que compartiran todas las funciones cua-
draticas: la variacién de la variacion es constante. Esta propiedad importa una com-
plejidad fuera de lo abarcable en la ensefianza de funcién cuadratica en la escuela
media. Los alumnos que dispongan en algiin momento de herramientas de andlisis
matematico podran reencontrar esta caracteristica (la sequnda derivada de un po-
linomio de segundo grado es constante).

35
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PROBLEMA 2

En un cuadrado de lado 8 cm. se trazan M
dos segmentos paralelos a los lados de
manera que queden determinados dos
cuadrados My N. N

a) Si el lado del cuadrado N mide 3 cm. ;Cual es el area sombreada?

b) ;Y si el lado del cuadrado N mide 5,7 cm?

¢) ¢Habra algtn valor del lado del cuadrado N tal que el area de la region
sombreada sea mayor que 45 cm?2? ;y menor?

d) ;Habra algtn valor del lado del cuadrado N tal que el area de la region
sombreada sea menor que 30 cm??

e) Decidir cudles de los siguientes graficos pueden corresponder a la
representacion del area sombreada en funcion de la medida del lado
del cuadrado N. Justificar la respuesta.

as bA CA

N\ N

v
v
v

v
v
v

Comentarios

Este problema es similar al anterior con algunas diferencias:

e Hay un minimo, que se puede validar por el contexto como en el problema anterior

e Hay un minimo y un maximo que tienen sentido en el contexto de la situacién (en
el problema anterior el minimo se correspondia con un rectangulo de area 0).

e La grafica de la funcién no llega hasta cero y por lo tanto no corta al eje x.

Del mismo modo que en el problema anterior, después de discutidos los incisos hasta
el d, se puede elaborar colectivamente una tabla de valores; por ejemplo:
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Area
ladoy ladoy sombreada
1 7 50
2 6 40
3 5 34
4 4 32
5 3 34
6 2 40
7 1 50

Casi siempre los alumnos dan a la variable solo valores enteros positivos. El docente
puede proponer la inclusién de los valores extremos (8 y 0 para el lado N) y valores
no enteros como por ejemplo 0,1; 0,01; etcétera.

Los alumnos podrian asumir, a partir de la lectura de la tabla, que el minimo es 32, cuan-
do ladoy = ladoy, = 4, o sea, cuando los cuadrados M y N son iguales. El docente podria
generar en el aula la duda de que el minimo sea 32y la necesidad de validarlo. Aunque los
alumnos no estén en condiciones de elaborar una explicacion por si mismos, el docente
puede ofrecerla. Proponemos una posible organizacién de la explicacion.

Si M = N (que corresponde al valor 4 para la medida del lado N ), el area sombreada
es igual al area blanca, o sea 32, que es la mitad del area del cuadrado grande.

Si M no es igual a N, veamos que el drea de la parte sombreada (M + N) es mayor que
el area de la parte blanca, y por lo tanto mayor que 32 (de esto resultaria que el area
sombreada es minima cuando M = N).

Supongamos que el lado de M se agranda un segmento de medida a.

a Al area sombreada original se le agrega y se le quita algo. El area

5 que se agrega es la de dos rectangulitos blancos mayores a los
M dos rectangulitos grises que se restan. El rectangulito blanco es
: mayor que el gris, porque ambos tienen un lado de medida a y el

otro lado mide 4 en el rectangulito blanco y menos de 4 en el gris.
N Este argumento es una buena validacién de que si N no es igual a
M, el drea sombreada mide mas que 32.

Si expresamos algebraicamente estos argumentos, obtenemos otra validacién. Como
el lado de M se agranda en una cantidad a, su nuevo valor sera (4 + a) y el lado de N
sera (4 - a), porque ambos suman 8.

El drea del nuevo M + N es:
4+a)2+(4-02=42+2-4.-0+0a?>+42-2-4-a+0a2=2-42+2-a?,
que siempre serd mayor que 2 - 42, porque se le suma “algo” positivo.
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En la discusién colectiva del item e) se requiere, como en el problema anterior, que los
alumnos den razones para descartar o aceptar cada uno de los 6 gréficos. Concluida
esta discusion se proponen nuevas tareas.

f) Escriban una férmula que permita calcular el area de la region som-
breada a partir de la medida del lado del cuadrado M.

g) Escriban una férmula para el area de la parte blanca, teniendo como
dato la misma medida del lado del cuadrado M.
La produccién de estas férmulas puede dar lugar a la realizacién de un trabajo alge-
braico con sentido, si median algunas intervenciones docentes que lo provoquen. Por
ejemplo, podria ser que algunos alumnos escriban una férmula para el area blanca a
partir de restar del total el area sombreada:

Area sombreada = x 2 + (8 - x)2 Area blanca = 64 — [x2 + (8 - x)2] ;

mientras que otros pueden calcularla como la suma de las areas de los dos rectangu-
litos iguales:

Area blanca = (x - (8 = x)) - 2

La intervencion docente estaria en pedir una validacion algebraica de la equivalencia
de esas dos formulas.

Para los alumnos resulta natural que la suma de la parte sombreada y la parte blanca sea
igual al area del cuadrado grande, o sea 64. Sin embargo, les puede resultar desconcer-
tante si se escribe:

X2+ (8-x)2+ x-(8-x)-2=64

¢Coémo un ndmero es el resultado de la suma de términos que tienen letras? A proposito
de ese desconcierto, el docente puede proponer hacer los calculos para probar esa
igualdad.

Nuestra experiencia muestra que en un comienzo los alumnos, para demostrar, reem-
plazan la variable por nimeros enteros: 4, 6 6 7. Para ellos, eso es suficiente. Es el do-
cente quien tiene que explicitar la necesidad de generalizar la demostracién, de validarlo
para cualquier valor de la variable x y que eso significa ir transformado la expresién en
otra equivalente, desarrollando el cuadrado, distribuyendo el factor x, etcétera.

Escribir las férmulas, discutir sobre el uso de los paréntesis y realizar una compleja ma-
nipulacion algebraica tiene en este caso un sentido para los alumnos y pueden, ademas,
apoyarse permanentemente en el contexto geométrico para validar sus afirmaciones.
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PROBLEMA 3

Dado un cuadrado ABCD de 25 cm T
de lado, se considera el cuadrado
EFGH, cuyos vértices estan a una 25 cm
misma distancia de los vértices del
cuadrado original, como se indica H
en la figura.

a) ;Cual es el area de EFGH cuando p cv
la distancia de Ea A es 2 cm? G

b) ;Habra algan cuadrado construi-
do de esta forma cuya area sea menor? Si lo hay, encontrar alguno y
decir cual es la distancia que consideraste para encontrarlo.

c) ;Habra algiin cuadrado construido de esta forma cuya area sea
mayor al del item a)? Si lo hay, encontrar alguno y decir cual es la
distancia que consideraste para encontrarlo.

Comentarios

Este problema podria hacerse en lugar del problema 1, porque tiene caracteristicas
similares. Presenta una complejidad mayor, porque independientemente de la argu-
mentacion, no es inmediato el calculo de las dimensiones del cuadrado interno. Ade-
mas, son 25 los valores enteros para intentar hacer una tabla que los incluya a todos.

Para comenzar a trabajar en torno a esta situacion, habria primero que discutir por qué
EFGH es un cuadrado.

El trabajo en los tres primeros items permite que los alumnos se familiaricen con la
situacién y se encuentren con el hecho de que agrandando un poco el valor de la
distancia de E a A el area del cuadrado EFGH es menor. Es posible construir una tabla
con algunos valores; por ejemplo:

Longitud del segmento Area
0 625
2 533
8 353
12 313
12,5 312,5
13 313
25 625

39
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Apoyandose en la tabla y en el dibujo, es posible E B

conjeturar que el area es minima cuando el valor
del segmento AE es la mitad del lado del cuadrado
grande. Queda pendiente su fundamentacion. H \/ F

El area resulta la mitad del area total. Esto dltimo se

puede deducir geométricamente trazando las dia- D
gonales del cuadrado interno y registrando que los
triangulos determinados son todos iguales.

G

Una vez discutidos estos items, se propone un trabajo de analisis de gréficos.

Si este problema se ha planteado como el primero de esta serie, los gréficos a estudiar
podrian ser los siguientes (este inciso provocara un analisis exhaustivo del tipo de
crecimiento):

d) Decidir cuales de estos graficos representan la variacion del area del
cuadrado EFGH en funcion de la distancia AE. Explicar por qué.

NV
N N

N

Se anticipan argumentos similares a los que presentamos para el primer problema.

Si, en cambio, este problema se lo presenta como ultimo de esta serie, entonces los
’ ’ ’
gréficos anteriores serian muy evidentes y proponemos cambiarlos por estos otros:

40
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5. 6. 7.

\_/

En este caso, sera necesario mirar “algo mas” para determinar cual corresponde a la
situacion.

Por ejemplo:

e el area no puede ser negativa y nunca vale 0,

* el area es la maxima posible (625 cm2) cuando el segmento AE tiene longitud 0 6 25,
e el area es la minima cuando el segmento vale 12,5 y vale la mitad que la maxima.

Los graficos 3, 5 y 7 podrian ser candidatos. Sin embargo, en el grafico 3, el area
minima no es la mitad del area del cuadrado grande. Por lo tanto, los Gnicos graficos
posibles son 5y 7.

Ambos representan la situacién, pero con escalas distintas para los dos ejes.

Este analisis permite identificar las coordenadas del vértice y de la ordenada al origen
de esta parabola.

Otra tarea interesante para los alumnos sera:

e) buscar una féormula para el calculo del area en funcion de la distancia
AE.

Pueden proponer férmulas distintas.

e Si se restan los 4 triangulos al cuadrado, resulta

Area=252__4-2-x (225 —%)
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e Silos alumnos ya conocen el teorema de Pitagoras, pueden proponer calcular el lado
del cuadrado interior como la hipotenusa de cada triangulito; entonces, el area de ese
cuadrado resulta:

Area = (\/xZ + (25 — x)2)2 = x2 + (25 - X)?2

¢ Si se recompone la figura, reubicando los cuatro triangulitos, se puede calcular el
area como la suma de las areas de cuadrados y rectangulos; por ejemplo:

“.I l:
B -
x -
=15 =l Area = x2 + x2 + 25 (25 - 2x)
x' 25425 - Ix)
% .
Area = x2 + (25 - x)?2
V(25 - x)° (25 - x)* (como en el problema 2)
ol

Serd muy productivo demostrar que las férmulas son equivalentes, porque requiere
una compleja manipulacién algebraica y se apoya en que todas calculan lo mismo.

Si los alumnos solo proponen una férmula, también se puede jugar con que la suma
del area del cuadrado mas la de los 4 triangulos tiene que dar 252.

La fundamentacién de que el area es minima cuando el segmento AE mide 12,5 cm.
ha quedado pendiente. Proponemos aqui una posible justificacion:

Se vio anteriormente que si AE es 12,5 cm., entonces, el area
es la mitad del area del cuadrado grande.

Si AE no es 12,5 cm, entonces vamos a ver que el area del
cuadrado EFGH es mayor que la mitad del cuadrado grande
ABCD.

Para eso, podemos duplicar dentro de la zona blanca los 4 triangulos rectangulos, ve-
mos que todavia queda un cuadradito adentro sin tapar (los lados de este cuadradito
son iguales a la resta de los dos catetos de los triangulos). Esto nos dice que la zona
pintada tiene menos area que la blanca, o lo que es lo mismo, que el area de la zona
blanca es mas que la mitad del cuadrado grande.

Por Gltimo, presentamos un problema que es una variante del problema 1 y trae apa-
rejada una mayor complejidad relacional entre las medidas de longitudes y areas.
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PROBLEMA 3

Se tiene un tridngulo rectangulo con
catetos de 3 cm y 4 cm.

Determinar el area del rectangulo mas
grande que puede inscribirse en el
triangulo si dos lados del rectangulo
estan sobre los catetos, como se mues-
tra en la figura.

B Bl (o] SR

La diferencia de este problema con respecto al del tridngulo isésceles es que los rec-
tangulos inscriptos no tienen perimetro fijo, lo cual exige establecer “otras” relaciones
entre la base y la altura de los mismos.

En este sentido, se puede probar que el rectangulo inscripto determina dos triangulos
“pequenos” que son semejantes entre si y con el triangulo “original”.

De este modo, se puede deducir que: b/4 = (3 — h)/3, luego: h =3 - 3/4 b, siendo b
y h la base y la altura del rectangulo inscripto.

Y en esta relacién se puede “ver”, como varia la altura del rectdngulo inscripto a me-
dida que varia la base del mismo.

Base (b) Altura (h)
0 3
1 3-3/4 =9/4
2 3-6/4 =6/4
3 3-9/4 =3/4
4 3-3=0

Para explorar como varia el area del rectangulo, se podria confeccionar otra tabla,
aprovechando los valores de la tabla anterior y analizar como varia el area del rectan-
gulo inscripto, a medida que la base del mismo aumenta una unidad:

Base (b) Altura (h) Area (A)
0 3 0
1 9/4 9/4
2 6/4 3
3 3/4 9/4
4 0 0

De esta manera se puede apreciar que el area del rectangulo inscripto, aumenta des-
de 0 hasta alcanzar el valor 3, luego disminuye nuevamente hasta 0. Pero ademas, la
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tabla también permite “ver” que el ritmo de ascenso del area es igual al de descenso
porque para los mismos intervalos de variacién de la base, el area aumenta las mismas
cantidades, que luego disminuye.

Por otra parte como llega hasta 3 y luego desciende permite elaborar la conjetura de
que 3 es el maximo.

Igualmente, seria interesante estudiar la variacion del area para valores de la base mas
préximos a 2, para abonar o abandonar esta conjetura. Para agilizar los calculos seria
conveniente determinar la férmula de la funcién que modeliza la variacién del area del
rectangulo inscripto a medida que varia la base del mismo.

Con este propoésito, se llegaria a la expresion A=b - (3 - % b). El calculo de la funcién
cerca del valor 2 se muestra en la tabla:

Base (b) Area (A)
1,5 2,8125
1,75 2,95
2,25 2,95
2,5 2,8125

La tabla abona la conjetura de que 3 es el area maxima posible de un rectangulo ins-
cripto y que se obtiene cuando la base es 2. Seria posible validar esta conjetura recu-
rriendo a propiedades geométricas; la validacién es un poco mas compleja que en el
caso del triangulo is6sceles y decidimos no incluirla aqui.
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CariTuLo 3

ESTUDIO DE LA FUNCION CUADRATICA A PARTIR
DE LA FORMA CANONICA DE SU FORMULA

En el capitulo 2, el trabajo esta planteado a partir de situaciones geométricas que invo-
lucran funciones cuyo gréfico es una parabola. Se propone ahora tomar como punto
de partida la férmula de la funcién cuadratica.

Se comienza con férmulas cuadraticas expresadas en forma candnica o similar, es de-
cir, donde aparece la suma de un término cuadrético y otro constante, por ejemplo,
3(5x + 1)2 + 6. Se incursiona mas adelante, en el capitulo 4, en otras expresiones de la
cuadratica, en particular la forma factorizada y la desarrollada: ax2 + bx + c.

En este capitulo se proponen problemas, donde la basqueda de resultados se puede
apoyar en el analisis de la formula. Por ejemplo, si la férmula esy = (x + 1)2 + 20, se
puede inferir que el minimo es 20 porque se le suma a 20 un cuadrado que es positivo,
por lo tanto los valores de la variable y son todos mayores o iguales a 20. También se
sugiere la blisqueda de pares de valores que tienen la misma imagen apoyandose en
que dos ndimeros opuestos al cuadrado dan el mismo resultado.

Se proponen otras actividades que permiten establecer relaciones entre una férmula
y el gréfico de una parabola, vinculando las coordenadas del vértice con su ubicacién
en la parabola y con el eje de simetria; los valores de x que tienen la misma imagen
permiten identificar puntos simétricos respecto del eje de simetria de la parabola.

Un aspecto interesante de esta propuesta es que el alumno pueda “leer” informacion
en la férmula y mediante un trabajo mas bien artesanal pueda buscar, por ejemplo,
extremos o raices, sin necesidad de hacer manipulaciones algebraicas complejas o
desconocidas para él. De esta manera, se pueden ir construyendo estrategias para la
resolucion de ecuaciones cuadraticas como una alternativa a la utilizacion de técnicas
estandarizadas y a la memorizacién de férmulas.

Las formulas de tipo candénica permiten ese trabajo que consideramos formativo para
el alumno, optamos entonces por comenzar con ellas dejando otro tipo de expresio-
nes como factorizada o desarrollada para mas adelante. Estas seran consideradas en
el capitulo 4.
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PROBLEMA 1

Miguel y Ernesto se asociaron para desarrollar un microemprendimien-
to como técnicos de computadoras.

Para decidir qué precio cobraran por hora consultaron a un amigo eco-
nomista. Teniendo en cuenta los costos fijos y la relacion entre el precio
que cobrarian por hora y la cantidad de trabajo que tendrian, el amigo
les presenta la siguiente férmula, que permite calcular la ganancia men-
sual en funcion del precio por hora:

G(p) = 3200 - 2(p - 80)2

a) Miguel propone cobrar $56 por hora. ;Cuanto ganarian en ese
caso?

b) Ernesto quiere aumentar la ganancia. ;A qué precio podrian cobrar
la hora?

Comentarios

Este es un problema en contexto para el cual se da el modelo algebraico de la variacién de
la ganancia en funcién del precio por hora. La diferencia con los problemas del capitulo
anterior es que el analisis de la informacion sera realizado a partir de la férmula.

Los alumnos hasta aqui han producido algunas férmulas cuadréaticas, pero no estan
familiarizados con su uso. Con este problema nos proponemos que los estudiantes
comiencen a utilizar una férmula para responder preguntas relativas al contexto del
problema. El analisis de una férmula puede ser una tarea nueva para los alumnos, la
experiencia nos ha mostrado que los chicos pueden resolver y justificar lo que hacen
y en este sentido comienzan a construir conocimientos sobre el comportamiento de
las féormulas cuadraticas.

Los alumnos podrian trabajar en pequefios grupos y el docente podria hacer una recopi-
lacién de los datos obtenidos en el pizarrén con la intencién de discutir colectivamente el
hecho de que “no siempre que se aumenta el precio por hora aumenta la ganancia”.

Es probable que los chicos para buscar valores més grandes de ganancias hayan pro-
puesto valores de precio mayores a 80: en ese caso la frase anterior seria facil de acep-
tar y validar. Si esto no sucede y todos los chicos hubieran calculado valores hasta 80
esta cuestion que queremos analizar no sera evidente y para ello el docente podra pro-
vocar la situacion, ya sea en los pequefios grupos o en la puesta en comun, pidiéndo-
les a los chicos que averigiien la ganancia para valores mayores que 80. De este modo,
en la recoleccién se podra hacer visible que la funcién no es siempre creciente.

Para algunos alumnos resultara extrafio que, a pesar de que el precio por hora aumen-
ta, la ganancia disminuye. Quizas haya que explicar que la ganancia se calcula tenien-
do en cuenta también otros factores, como por ejemplo la cantidad de clientes y la
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cantidad de trabajo que encargan, y que estas cantidades pueden variar mucho segun
el precio que se cobre por hora. Ademas para calcular la ganancia hay que descontar
los gastos fijos (alquiler de local, gastos de luz, etcétera). El amigo economista armé la
formula considerando todos esos factores y dejando como variable el “precio por hora”.

¢ Qué explicacién podria tener que la ganancia disminuye aunque aumente el precio
por hora? El comportamiento de la funcién nos permite suponer que al aumentar el
precio por hora excesivamente, disminuye la cantidad de clientes o la cantidad de tra-
bajo que encargan. Es algo que podria haberse supuesto por el sentido de la situacion,
y que el comportamiento de la funcién confirma.

Discutidas las dos primeras preguntas, se presentan nuevas cuestiones:

¢) (Habra otro valor de precio por hora con el cual se pueda obtener
una ganancia de $2.048?
d) ¢Es posible obtener una ganancia de $1.400? ;Y de 3.500?

Es interesante reflexionar acerca de los nimeros involucrados en la formula propuesta, ya
que distintos ndmeros ofrecen distintas dificultades en la resolucién del problema. En el
inciso a) elegimos tomar $56 porque necesita la construccion de ciertas relaciones entre
valores de igual ganancia que se perderian si se proponen nimeros como 60. En este
caso los estudiantes podrian tomar saltos de 10 en 10 y “descubrir “ que primero sube y
después baja evaluando solo en 4 o 5 valores, 60, 70, 80, 90, 100. Por el contrario, partir
de $56 y buscar otros valores para obtener la misma ganancia obliga a anticipar lo que se
va a obtener analizando la férmula.

Los alumnos podrian responder la pregunta c) despejando p en la ecuacién
3.200 - 2 (p — 80)2 = 2.048, manipulacién que podrian realizar sin conocer la formula
resolvente. Es probable que en este caso “pierdan” el 56 como solucion.

Otra forma seria buscando otro valor de p que dentro del paréntesis dé el nGmero opuesto
a (56 — 80). Si el docente deja en el pizarrén la resolucién del inciso a) desplegada, o sea
deja escrito G(56) = 3.200 — 2(56 — 80)2 = 2.048, los alumnos podrian recurrir a esta escri-
tura para buscar otro nimero que tenga el mismo cuadrado que (-24). Es decir un valor
de p tal que p — 80 = 24 6 -24; p puede ser 56 6 104.

Seria interesante que las dos resoluciones anteriores aparezcan en la clase por que la se-
gunda servira como apoyo para analizar por qué la ecuacién tiene dos soluciones.

No sera tan novedoso para el alumno que haya dos valores de precio por hora para los
cuales se obtiene la misma ganancia, ya que se ha trabajado esto, aunque en distintos
contextos, en los problemas del capitulo anterior. Lo nuevo es que ese valor se puede
obtener usando la férmula, a diferencia de los problemas geométricos donde la bus-
queda se realizaba apoyandose en el contexto.
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El item d) esta puesto con la intenciéon de manipular un poco la férmula y ver que con
ella se puede analizar si una ganancia es posible o no.

Con las preguntas ¢) y d) se estd propiciando ademas un trabajo “artesanal” con
ecuaciones cuadraticas. Por la forma de la expresion es posible hallar las soluciones
de las ecuaciones que se plantean sin necesidad de recurrir a ningln procedimiento
estandarizado; a eso nos referimos cuando decimos artesanal.

A continuacion, se puede plantear a los alumnos la siguiente pregunta, si es que no
surgi6é en el debate sobre los incisos anteriores:

e) (Cual es la maxima ganancia que se puede obtener? ;Qué precio
por hora hay que cobrar para obtener esa ganancia?

Se pretende que los alumnos puedan responder esta Ultima pregunta “leyendo” la
férmula y analizando que 3200 es el mayor valor que se puede lograr porque se le res-
ta siempre un nidmero mayor o igual que cero. La ganancia $3.200 se obtiene cuando
(p-80)2=0.

f) En la pregunta c) se analiz6 que existen dos valores de precios por
hora en los cuales la ganancia que se obtiene es de $2048, ;cual de
los dos precios elegirian para obtener esa ganancia?

Es interesante, una vez encontrados los dos precios con los que se obtiene una ga-
nancia de $2048, volver al contexto del problema y hacer un analisis de los resultados
con los alumnos. Si para dos valores de precio por hora la ganancia es la misma y los
costos fijos son los mismos, se puede concluir del modelo que con un precio mayor
por hora se trabaja menos. Ahora bien, el modelo no permite decidir qué es mas con-
veniente: alguien puede preferir tener mas trabajo y alguien menos, eso no lo dice la
matematica. Estamos frente a los supuestos, conjeturas y recortes de la realidad que se
plantean al trabajar la nocién de modelo y su representacion a través de una férmula.
{Qué cosas permite decir y qué no el modelo matematico? Este asunto no es exclu-
sivo del tema funcién cuadratica, la idea de modelo es un concepto transversal en la
ensefanza de la matematica.

Se podria adn agregar otra pregunta: analizar para que valores la ganancia da 0, y
discutir con los alumnos qué sentido tendria que a pesar de cobrar algo por hora, se
’
gane cero. La explicaciéon podria ser: “lo recaudado apenas alcanza para los gastos
fijos”. Este fenémeno habilitaria también la posibilidad de obtener ganancia negativa.
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Con este problema se espera que los alumnos acepten que a partir de una férmula
—que no ha sido producida por ellos— es posible obtener nueva informacién de la si-
tuacion modelizada por esa funcion.

Para seguir trabajando sobre la misma situacion se puede dejar la siguiente tarea a
cargo de los alumnos:

Y si la féormula de la ganancia fuera G(p) = 400 — 3(p -170)2
a) ;Pueden dar dos valores de p que den la misma ganancia?
b) ;Cual seria la maxima ganancia y para qué precio?

Se busca que los alumnos resuelvan este problema leyendo informacién de la formula
y sin hacer una tabla de valores.

El problema 1 plantea un trabajo sobre la férmula en contexto, se propone ahora un
conjunto de problemas sin contexto. Estos propician, al igual que el anterior, que los
alumnos aprendan a “leer” informacién de la férmula. Incluimos, en el anexo 2, el
relato de una profesora sobre el trabajo de sus alumnos con este problema.

PROBLEMA 2

Dada la siguiente funcién f(x) = (x - 2)2 + 4

a) Busquen, si existen, otros valores del dominio que tengan la misma
imagen que x = 5. ;Cuantos hay?

b) Busquen, si existen, otros valores del dominio que tengan la misma
imagen que x = -3. ;Cuantos hay?

¢) Busquen, si existen, otros valores del dominio que tengan la misma
imagen que x = 2. ;Cuantos hay?

d) Propongan, si existen, valores del dominio cuya imagen sea 13.
(Cuantos hay?

e) Propongan, si existen, valores del dominio cuya imagen sea 3.
(Cuantos hay?

f) Propongan, si existen, valores del dominio cuya imagen sea 4.
(Cuantos hay?

g) Analicen cuales de los siguientes graficos podria corresponder con
la funcién analizada.

= T I
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Comentarios
Los primeros items de esta actividad requieren de un trabajo algebraico y con ecuacio-
nes como el que se ha desplegado en el problema anterior.

Vamos a utilizar el término “companeros” para designar los valores de x que tienen la mis-
ma imagen. Este término, no matematico, fue tomado de un curso donde se trabajé con
estos problemas. Lo hemos incorporado porque los alumnos se apropian rapidamente del
término y facilita la comprension del concepto de valores con la misma imagen.

El item c) se puede aprovechar para discutir: ;cémo muestra la formula que el 2 no
tiene compafiero?

A partir de los items d), e) y f) se puede reflexionar que:

* hay valores de la variable y que son imagen de dos valores de x “compafieros”,
e hay un Unico valor de y que es imagen de un solo valor de x,

* hay valores de y que no son imagen de ningin valor de x.

Se deja para el problema 4 la definicion y el reconocimiento del conjunto imagen de
la funcién.

Seria interesante trabajar con los chicos que el item f) se puede responder trabajando
con ecuaciones o con la lectura de la férmula sin necesidad de “despejar”.

En el item g) la idea es recuperar lo estudiado en los items anteriores para identificar
caracteristicas del grafico. Los alumnos podrian comenzar seleccionando los gréficos que
corresponden a una funcién con minimo en x = 2. Para descartar los dos graficos rectili-
neos podrian armar una tabla de valores y analizar, a partir de la tabla, que el crecimiento
no es uniforme. Esto incluye discutir qué valores de x elegir para el andlisis. Finalmente,
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habra que poner en juego cierta simetria del gréfico, considerando distintos pares de
“companeros”.

Con lo trabajado hasta aqui, los alumnos han comenzado a reconocer maximo y minimo
de una funcién tanto a partir de la grafica de la funcién como analizando su férmula. El
problema siguiente pretende afianzar ese concepto.

PROBLEMA 3

Dadas las siguientes funciones, hallar el médximo o el minimo valor
que puede alcanzar cada una de ellas y en qué valor de x lo alcanza.
a) f(x) = (x + 5)> - 4

b) g(x) =-2(x-5)2+1

C) h(x)=5-(4x + 3)?

d) i(x) =(7x-5)2+18

Comentarios
Para los alumnos, las cuatro férmulas pueden parecer muy diferentes. Proponemos un
trabajo de andlisis para empezar a identificar caracteristicas comunes.

¢Dénde hay que focalizar o “poner el ojo” para hallar el maximo o el minimo de la
funcién? No nos interesa imponer una regla de bisqueda de maximo o minimo.

Apuntamos a que en el aula surja que:

* En todos estos casos la férmula consta de un término constante y otro término
cuadratico.

e Siel término cuadratico esta restando a la constante, los valores de la funcion seran
siempre menores que la constante, por lo tanto el maximo valor de la funcion es
esa constante. Ese maximo se alcanza en el valor de x que anula la expresién que
estd adentro del paréntesis.

e Si el término cuadratico estd sumando, los valores de la funcién seran siempre
mayores que la constante por lo tanto el minimo es esa constante. Ese minimo se
alcanza en el valor de x que anula la expresién que esta adentro del paréntesis.

e Notemos que las formulas que se dan para las funciones h e i, requieren algo mas
que la “lectura de informacién” para calcular el valor dénde alcanzan maximo o
minimo.

51
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PROBLEMA 4

Dada la funcioén f(x) = (x + 3)2 - 9.
a) Decidir, en cada caso, si es cierta la afirmacién:
i) Hay dos valores de x tales que f(x) = 160.
ii) Hay dos valores de x tal que f(x) = 5.
iii) Hay dos valores de x tal que f(x) = -20.
b) Para cada una de las siguientes frases, completarlas con un nimero
para que resulten verdaderas:
i) Hay un anico valor de x tal que f(x) = ........
ii) No hay valor de x tal que f(x) = ............
iii) Hay tres valores de x tales que f(x) = ......
¢) Hacer un grafico aproximado de la funcion f.

Comentarios

En este problema se pone el foco en el estudio de las imagenes y pre-imagenes y en
la determinacién del conjunto imagen. Tanto en el inciso a) como en el b) seria in-
teresante que los alumnos puedan responder sin hallar los valores de x, es decir, sin
necesidad de hacer cuentas, aunque dispongan de ellas.

Por ejemplo en el primer item del inciso a), considerando que el minimo valor de la
funcion fes -9, se puede deducir que hay valores de x para los cuales f(x) = 160; para
ver que hay dos valores de x los alumnos se podran apoyar en lo estudiado en el pro-
blema 2. En este caso se trata de encontrar dos valores de x de manera que (x + 3)2
esigual a 169.

Una vez resueltos los tres items del inciso a), seria interesante analizar con los alumnos
si se puede cambiar el 160, el 5y el =20 por otros nimeros, de tal manera que las
frases anteriores mantengan el mismo valor de verdad. “Mantener el mismo valor de
verdad” es un enunciado que tiene cierto grado de complejidad; cada docente puede
enunciarlo oralmente en el aula de forma que sea comprensible para sus alumnos.

De esta discusion deberia emerger la particularidad del valor y = -9.

Esto servira de apoyo para la parte b) del problema. Los distintos valores que den los
alumnos para responder i) y ii) permitira discutir entre todos: ;cuales serian todos los
valores con los que se pueden completar las frases para que resulten verdaderas?

Lo trabajado en las partes a) y b) puede funcionar como insumo para realizar el grafico
que se pide en el inciso c). La idea es discutir antes con los alumnos de manera de
anticipar algunas caracteristicas del grafico. Por ejemplo, podrian ubicar el minimo, y
afirmar que no podria tener “curvitas que suben y bajan”, porque en ese caso habria
valores de f(x) que tienen mas de dos preimagenes.
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Recorridos estos cuatro problemas con los alumnos, el docente puede ir informando
que “este tipo de curva” —nos referimos al gréfico— se denomina parabola. Reuniendo
las caracteristicas encontradas durante el trabajo, se puede hablar de un aspecto re-
dondeado en forma de U, que sube y después baja o al revés, que tiene un maximo
o un minimo al que llamamos vértice. No es nuestra intencion definir formalmente
la parabola y no seria posible “demostrar” con los alumnos que, efectivamente, los
graficos de este tipo de férmulas tienen forma de U. Sin embargo, esta caracterizacién
resulta atil para seguir avanzando.

PROBLEMA 5

Dada la funcioén f(x) = (2x — 5)2 + 14, decidir si las siguientes afirma-
ciones son verdaderas o no:
a) El grafico de f(x) corta al eje x.

b) fi8) = 135.
¢) fi-8) =135
d) 1) =5

e) El valor minimo de f(x) se alcanza en x = 5.

Comentarios

En este problema se ponen en juego distintas formas de validar una afirmacién: en los
incisos b), c) y d) alcanza con calcular el valor de la funcién f(x) para un determinado
valor de x, mientras que en el primero y en el Gltimo de los incisos es necesario hacer
un analisis de la formula.

Una vez trabajados los problemas anteriores se podria hacer en el aula una reflexién
sobre el tipo de férmulas que estamos estudiando: registrar qué informacién se puede
leer en la formula, cémo calcular imégenes y preimagenes, cémo leer en la férmula el
maximo o el minimo de la funcién o cémo hallar pares de valores que den la misma
imagen. En los problemas del capitulo anterior, estas cuestiones se resolvian apoyan-
dose en el contexto; ahora se analizan con la lectura de la férmula que define a la
funcion.

Sabemos que queda pendiente el hecho de que, si desarrollaramos el paréntesis en
estas féormulas, obtendriamos una expresion donde ya no es tan facil leer informacion.

Por ahora, seguiremos un tiempo mas estudiando las funciones cuadraticas cuando
vienen dadas por una férmula “acomodada”, como en los problemas anteriores.
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PROBLEMA 6

Dadas las siguientes féormulas y graficos de funciones, relacionar
las férmulas con los graficos.

fx) = (x - 2)2 §x)=(x+5)2-4 h(x) = -(x - 3)2 + 4

t(x)=2(x+5)2+2 k(x)=4-(2x-1)2

DA(LL ALY,
4)lw] S)h
7)@ S)JB. N\

w

<

Comentarios
Este problema propone profundizar la relacion grafico-formula, afinando la lectura de
informacion que se puede hacer en cada uno de estos dos registros de representacion
de la funcion.

Una primera lectura de informacién puede identificar varios graficos como posibles
para una formula. Por ejemplo, en el caso de la funcién h, tanto el grafico 7 como
el 8 y el 11 pueden corresponder, porque son parabolas cdncavas hacia abajo y sus
vértices podrian ser el punto de coordenadas (3; 4). Para elegirlos o descartarlos sera
necesario recurrir a mayor informacién. Un punto del gréfico que puede considerarse
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para tomar esta decisién podria ser la interseccion de la parabola con el eje y; la férmu-
la informa que ese punto debe tener la segunda coordenada negativa, lo cual permite
descartar los graficos 7 y 8.

Es probable que muchos chicos consideren que la ordenada al origen es “el nimero
que suma o resta en la férmula” (el término constante, en este caso 4), extendiendo lo
trabajado en funcion lineal. Es interesante rescatar que la ordenada al origen (el valor
de la funcién para x = 0) se puede “leer” en una férmula lineal del estilo f(x) =a - x +
b, ya que cuando x = 0 resulta f(0) = b; al mismo tiempo, habra que analizar por qué
esa lectura no es vélida con estas formulas cuadraticas.

También se podria identificar qué caracteristicas o elementos de la férmula inciden en
la orientacién de las ramas de su gréfico. Se podra analizar que si el término cuadratico
suma a la constante, habrd minimo y esto implica que el grafico tendré ramas hacia
arriba. En cambio, si el término cuadratico resta a la constante, habra un maximo vy,
por lo tanto, las ramas del grafico seran hacia abajo.

Proponemos no incorporar en este momento el estudio de las raices de la funcion. Se
dejaria para mas adelante (ver problema 10).

Los dos problemas que siguen tienen la finalidad de estudiar la simetria de la parabola.

PROBLEMA 7

Dada la siguiente funciony = (x - 3)2-35

a) Busquen, si existe, otro valor del dominio que tenga la misma ima-
gen que x = 0. ;Cuantos hay? ;Por qué?

b) Busquen, si existe, otro valor del dominio que tenga la misma ima-
gen que x = -1. jCuantos hay? ;Por qué?

¢) Busquen, si existe, otro valor del dominio que tenga la misma ima-
gen que x = 1. ;Cuantos hay? ;Por qué?

Comentarios

En el inciso a), la idea es que los alumnos —quizas con intervencion del docente— busquen
otro valor de x para el cual (x — 3)2 = 9; de aqui resulta que (x — 3) debe ser 3 6 -3, pero
-3 se logra con x = 0; entonces, el otro valor buscado proviene de la condicién x — 3 = 3,
de lo cual resulta x = 6. Es una manera “artesanal” de trabajar con una ecuacién cuadratica
sin necesidad de contar con una férmula o un procedimiento estandarizado para hallar
las raices.

Del mismo modo se podran trabajar los otros incisos.

A partir de las respuestas de los chicos a los tres incisos, el docente podria llamar la
atencion sobre el hecho de que cada par de comparieros son puntos simétricos en la
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recta, respecto de la abscisa del vértice. Esto se corresponde con que el término cua-
dratico da el mismo resultado para los dos valores.

Esta simetria de los compafieros puede “verse” en los puntos de la parabola y lleva a
identificar un eje de simetria. De eso trata el siguiente problema.

PROBLEMA 8

Para las siguientes parabolas, completen las coordenadas de los
puntos marcados:

Comentarios
En este caso, el docente podria preguntar si estos graficos tienen un eje de simetria y pro-
poner a los alumnos que identifiquen cual es ese eje de manera grafica y numérica.

Se podra concluir que cada par de compafieros, permite encontrar dos puntos de la
parabola que se ubican, en el gréfico, “a la misma altura” y de forma simétrica respec-
to de la recta vertical que pasa por el vértice de la parabola a la que identificaremos
como su eje de simetria.
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PROBLEMA 9

Justificar la respuesta en cada caso:

a) ;Es posible que una parabola pase por los puntos (100; 1) y

(-100; 1) y que su vértice sea (0; 2)?

b) ;Cual puede ser el vértice de una parabola que pasa por los puntos
0; 2), (10; 2)?

¢) (Es posible que un parabola pase por los puntos (-126; 8) y (124; 8)
y su veértice sea (2; 1)?

d) ;Cuales pueden ser las coordenadas del vértice de una parabola que
pasa por los puntos (-235; 15) y (242; 15)?

e) (Es posible que una parabola con vértice en el punto v = (0; -3) pase
por los puntos (4; 2) y (-4; -2)?

Comentarios

En esta actividad no se ofrece ni la formula ni el gréfico. Es un problema para seguir re-
flexionando acerca de la simetria. El interés radica en los argumentos que los alumnos
tienen que elaborar para responder cada una de las preguntas y en la identificaciéon de
que el eje de simetria determina la abscisa del vértice pero no su ordenada.

Por ejemplo, en el inciso a) no se tiene la férmula, y los valores grandes no invitan
a graficar (100; 1) y (-100; 1); la respuesta tendra que apoyarse en que 100 y -100
son compafieros y, por lo tanto, la abscisa del vértice tiene que ser x = 0; ademas, la
ordenada del vértice puede ser cualquiera menos el mismo valor 1; por lo tanto, es
posible que valga 2.

PrOBLEMA 10

Hallar el vértice de cada parabola. Estudiar si la parabola corta al
eje x, y donde.

a) y=2(x-2)2+1 e y=4(x+2)2-1
b) y=—(x+2)2 +4 f) y=(2x+2)?2-1
0 y=-23x-1)2-12 g) y=4(x - 2)2

d) y=(2x+2)2-9 h) y = x2
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Comentarios

Lo nuevo de este problema es que obliga a encontrar las raices o ceros de la funcién
cuadratica; los alumnos pueden anticipar la existencia y cantidad de ceros a partir de
lo trabajado anteriormente.

Se quiere decir con esto, que los alumnos no necesitan, en principio, resolver la ecua-
cién cuadratica f(x) = 0, para saber si tiene o no solucién; pueden apoyarse en la lec-
tura de la formula, porque ya saben determinar el vértice, y si las ramas de la parabola
van hacia arriba o hacia abajo. Pueden anticipar si la parabola cortara o no al eje x.

Ademas el trabajo hecho con “compafieros” permitira controlar que los valores obte-
nidos sean simétricos respecto de la abscisa del vértice, o bien, encontrar uno de los
ceros a partir de la formula y calcular el otro por simetria.

Los nimeros estan puestos intencionalmente para que las soluciones, si las hay, sean
todas racionales.

Es posible que algunos alumnos planteen la ecuacién cuadratica f(x) = 0 y la resuelvan.
En ese caso, puede suceder que en el despeje se pierda una solucion. El trabajo hecho
anteriormente y la anticipacion de la cantidad de ceros de la funcién, le permite al do-
cente hacer una reflexion acerca de la resoluciéon de una ecuacién cuadratica de este
tipo: si x2 = a, entonces x = +|a.

El docente puede aprovechar este problema para informar que los valores de x donde
la parabola corta al eje horizontal se llaman ceros o raices de la funcion.

Con lo trabajado hasta el momento, se podrian identificar las siguientes nuevas cues-

tiones:

¢ la abscisa del vértice es el valor de x que hace 0 el paréntesis del término cuadratico;

* |a ordenada del vértice es la constante de la férmula;

¢ el signo del coeficiente que multiplica al término cuadratico determina si las ramas
de la parabola van para arriba o para abajo;

e la identificacion del vértice y el signo del coeficiente que multiplica al término cua-
drético, permiten anticipar si habra o no raices.

El problema siguiente vuelve sobre la relacién grafico €<= férmula.

G.C.B.A.  Ministerio de Educacidn ¢ Direccién General de Planeamiento e Innovacién Educativa ® Gerencia Operativa de Curriculum



PrOBLEMA 11

Dadas las siguientes funciones y graficos, relacionar cada una de las
féormulas con uno de los graficos:

1) y=4(x+3)2-1 4) y=2(x-1)2+3
2)y=-(x-1)2+3 5) y:—17(x+3)2-1
3)y=-3(x+3)2-1 6) y=1T(x-1)2+3
a) b)
- : ; 5
] IlI I'nl
B | | !
|II \
N d)
{
. .
-r.-.. '\'.\..1-..
e) -.f)
Comentarios

En este problema se eligieron pares de formulas similares, que difieren solamente en
el coeficiente que acompafia al término cuadratico. La idea es identificar cdmo se
muestra en los gréficos esa diferencia. Por ejemplo, las parabolas que corresponden
a las funciones 4) y 6) tienen el mismo vértice y ramas hacia arriba. Para distinguir-
las, los alumnos podran buscar dénde cortan al eje y. Con el soporte del docente se
puede reflexionar en el aula como influyen los coeficientes 2 y 1Ten la apertura de
las ramas de la parabola.

De forma similar se pueden diferenciar las parabolas correspondientes a las funciones
3)y5).
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Se les podria pedir a los alumnos que marquen en los graficos los ceros de cada fun-
cién y encuentren sus coordenadas.

En los dos problemas siguientes, los alumnos tendran que producir una férmula para
una funcién que cumpla determinadas condiciones.

PROBLEMA 12

Si es posible, escribi lo que se indica (si no es posible, explica por qué).
a) La ecuacion de una parabola que tenga un minimo igual a 9 en
x = 5. jHay una sola posibilidad?
b) La ecuacion de una parabola que tenga un maximo igual a 8 en
X = -7,y que pasa por el punto (5; 1).
¢) La ecuacion de una parabola que tenga un minimo igual a 3 en
x = 7 y pase por el punto (5; 0).
d) La ecuacion de una parabola que tenga un minimo en x = 1 y que
no corte al eje de las abscisas.
e) Las ecuaciones de dos parabolas que pasen por los puntos (4; 9) y
(8;9).

Comentarios
Este problema permite a los alumnos la posibilidad de “ensayar” distintas formulas y
controlar de manera auténoma si responden a las condiciones pedidas.

Una posibilidad interesante, es tomar las propuestas de los alumnos y hacer un trabajo
de “chequeo” colectivo para decidir si son correctas o no. Es probable que aquellos
alumnos que no hayan podido proponer una férmula como la pedida, puedan invo-
lucrarse en la tarea de controlar las respuestas de los otros. Las explicaciones de sus
companferos pueden permitirle construir nuevas relaciones y comenzar a producir res-
puestas propias.

Este problema requiere una sintesis de la informacién y una sistematizacion acerca de la in-
fluencia de cada parte o elemento de la férmula sobre el comportamiento global de esta.

En el inciso a) no es necesario poner atencién al coeficiente que acompafa al término
cuadrético, pero la pregunta acerca de si hay otras posibilidades habilita a la reflexién
de la influencia de tal coeficiente en la férmula. En cambio, en el inciso b) no es posi-
ble desatender la influencia de este coeficiente, y es por esto que se vuelve mas com-
pleja la resolucion. Sera interesante, entonces, dedicarle un espacio a la discusién del
item a) para aprovecharla en b). Se puede proponer, primero, la bisqueda de una
funcion que tenga el vértice pedido (teniendo en cuenta la variedad de posibilida-
des) para luego poner el foco en el coeficiente que acompafia al término cuadratico
e ir ajustandolo para que se cumpla que pase por el punto (5; 1).
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A partir de los puntos b) y ¢) se puede llegar a formular y validar que "siempre hay
una parabola con un vértice dado y que pase por otro punto que no tenga la misma
ordenada que el vértice. Esta parabola es la Gnica que cumple con esas condiciones".

Al finalizar esta tercera parte, los alumnos estan en condiciones de decidir, dada la
expresion cuadratica del tipo a(bx — )2 + d, si la parabola tiene ramas hacia arriba
o hacia abajo, dénde esta el vértice y el eje de simetria de la parabola, cuales son las
coordenadas de los puntos donde la parabola corta a cada uno de los ejes y, por ende,
ya pueden reconocer su grafico.

61

G.C.B.A.  Ministerio de Educacidn ¢ Direccién General de Planeamiento e Innovacién Educativa ® Gerencia Operativa de Curriculum



62

CaAriTULO 4

ESTUDIO DE LA FUNCION CUADRATICA A PARTIR
DE DISTINTAS ESCRITURAS DE SU FORMULA

En los capitulos anteriores los alumnos resolvieron problemas que ponian en juego conoci-
mientos sobre la parabola. Tuvo un lugar importante la lectura de informacién que provee
una férmula de tipo canénica (o0 mas en general, de la forma a(bx — c)2 + d), sobre el tipo
de variacién de una funcién cuadratica y el grafico que la representa. En este capitulo, el
trabajo se amplia a distintas expresiones algebraicas de una funcién cuadrética.

Las primeras actividades instalan en el aula la idea de que hay distintas formas de
escribir la férmula de una funcién cuadratica y que cada una de ellas porta una infor-
macién particular sobre la parabola.

Se plantea luego un conjunto de problemas que focalizan o ponen el “ojo” en la bus-
gueda de maximos y minimos; al principio, con problemas en contexto que requieren
de la modelizacién algebraica para su resolucién; la férmula —o las férmulas— de una
funcién cuadratica aparece como necesidad para resolver el problema y la busqueda
de méximos se apoya en el andlisis de los datos que aporta la lectura de la férmula.
Para sequir elaborando estos asuntos, se propone hacer el mismo trabajo con funcio-
nes dadas por una férmula sin contexto.

Poniendo en juego todos estos conocimientos, los alumnos ya estarian en condiciones
de calcular los ceros de una funcién cuadratica a partir de una férmula cualquiera.

Para esto hay que tener en cuenta:

¢ Si se conocen dos compafieros de una funcién cuadratica, se puede calcular la abs-
cisa del vértice de la parabola. Si ademas se tiene alguna férmula para calcular f(x),
entonces se puede calcular la ordenada del vértice.

e A partir de la férmula desarrollada se puede calcular el compafiero del “0”, y luego
las coordenadas del vértice.

e Sise conoce el vértice y un dato mas, se puede armar una férmula en forma “canénica”.

e Entonces, partiendo de una férmula cualquiera para la funcién, se puede llegar a la
forma candnica y a partir de esta es posible calcular los ceros.

A lo largo de este capitulo se proponen varios problemas para el anélisis de cada una
de estas cuestiones.

Finalmente, se generaliza el procedimiento para calcular los ceros de la funcién cua-
dratica a una féormula cualquiera ax2 + bc + c. Se obtiene asi la formula general de la
resolvente que se usa habitualmente para calcular los ceros de la funcién.
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La férmula: x==b+/b> - dac

2a

estara, de este modo, dotada de sentido por el trabajo que se hizo hasta el momento.
Si los alumnos conocian esta férmula de algin aprendizaje anterior (por ejemplo, de las
clases de Fisica), encontraran ahora una fundamentacion de aquello que aplicaban meca-
nicamente.

Es habitual que los alumnos usen esta férmula sin mucho control sobre lo que estan ha-
ciendo, y con dificultades para interpretar ciertos resultados. Que los alumnos accedan
a una fundamentacion de la férmula, apoyada en su propio trabajo, puede aportar a la
construccién de sentido y al desarrollo de estrategias de control.

Una vez que los alumnos conocen la férmula resolvente, la podran utilizar y elegir como
una estrategia de resolucién mas econémica.

El estudio de este tema en la escuela continuaria con la resolucién de ecuaciones de se-
gundo grado. Las soluciones de una ecuacién de segundo grado, ax2 + bc + c=d (en un
determinado dominio) se pueden pensar a partir de la funcién cuadratica f(x) = ax2 + bx
+ ¢, definida en el mismo dominio, como el conjunto de valores de x que cumple f(x) =
d. En particular, cuando d = 0 resultan las raices o ceros de la funcién f(x).

En este documento hemos optado por no incluir el tratamiento de las ecuaciones de
segundo grado. Problemas interesantes sobre esta tematica pueden encontrarse en los
libros de texto actuales.

PROBLEMA 1

Marcar todas las féormulas que pueden corresponder al primer
grafico del problema 8 del capitulo anterior. Explicar por qué.

a)y:_% (x + 15)2 + 225 d) y=_17x2+39—0x+225
b)y:%(x+15)2+225 e) y=%x2+%)€+200
) y=--L (x+60) (x-30) f) y=—%x2—39—°)<+200

Comentarios

Es probable que los alumnos comiencen analizando las férmulas dadas en a) y b) que
estan expresadas en la forma candnica que ya conocen. Para identificar cual de las dos
funciones corresponde al grafico mencionado, los alumnos pueden comenzar leyendo
en la férmula las coordenadas del vértice. Pero esto no alcanza para decidir, cualquier
férmula de la forma a - (x + 15)2 + 225 sirve.
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Se puede entonces probar con las coordenadas de cualquiera de los otros tres puntos
que se conocen del gréfico —-retomando lo trabajado en el problema 12 b) de la parte
3—- para decidir que el parametro a es —1/9. También se puede elegir analizando que
la formula dada en a) tiene maximo y la dada en b) tiene minimo.

El docente puede proponer a los alumnos que construyan una férmula que correspon-
da al grafico y recién entonces optar por a) o b).

Una vez elegida la funcién del inciso a), los alumnos pueden decidir cuéles de las otras
férmulas son expresiones algebraicas equivalentes, por medio de un trabajo algebrai-
co, eliminando los paréntesis. Podran concluir entonces que las formulas de los incisos
¢) y f) definen la misma funcién y corresponden al mismo gréfico. En relacién con la
férmula c), es una oportunidad para relacionar los ceros de cada paréntesis con los
puntos del gréafico sobre el eje de las x.

Con este problema y el que sigue se pone en juego la idea de que hay distintas formu-
las para una misma funcién cuadratica. En particular, en el problema 1 se incorporé la
lectura de informacién de una férmula factorizada. En el problema 2 se propone anali-
zar qué datos de la parabola y de la funcién —los ceros, el vértice, el eje de simetria— se
pueden obtener a partir de la lectura de cada una de las férmulas.

PROBLEMA 2

a) ;Cual o cudles de estas expresiones tienen el mismo grafico que
y=- 17(x— 1)2 + 4,57

I) y:—17X2+x+4
H)y:—%(x—él) (x +2)
)y = - 17(5x—5)2+4,5
IV)y=—%(x—2)x+4

V)y= —17(x—6)(x+4)-8

b) Considerando todas las funciones de la parte a), jen cudles de las
tormulas podés "leer" donde esta el vértice de la parabola que defi-
ne? ;En cudles podés “leer” cuales son sus raices?

¢) (Qué informaciones podemos obtener a partir de las formulas I[V) y V)?
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Comentarios

Para resolver la primera pregunta es necesario desarrollar los distintos paréntesis. Re-
sultan equivalentes a la formula original, la |, lall, la IV y la V.

En cuanto a la pregunta b), se trata de que los alumnos entren en el juego de leer
informacioén de cada férmula.

Por ejemplo, en la expresion Il, un alumno puede leer cuéles son las raices de la funcién,
puede deducir que el vértice tiene abscisa igual a 1 y calcular la ordenada del vértice (ya
sabe que se trata de una parabola, pues la férmula es equivalente a la original).

Se trata de leer informacién de una férmula y ponerla en relacién con los conocimien-
tos que se construyeron antes.

Las féormulas IV y V requieren alguna intervenciéon docente: en la IV se puede leer
que el 2 y el 0 son compafieros por tener ambos ordenada 4; similarmente, en la V,
si asume que esta férmula también corresponde a una parabola, se puede leer que 6
y —4 son compafieros, porque ambos tienen ordenada —8. A partir de estos datos, es
posible calcular las coordenadas del vértice.

La idea es que se reconozca que la férmula | no permite “leer” la informacién necesa-
ria para contestar las preguntas directamente.

La féormula original, la 1, lall, la IV y la V, son cinco expresiones algebraicas equivalentes
y definen la misma funcién, pero en cada una podemos leer diferente informacién. Es
una propiedad fundamental del lenguaje algebraico el que se esta poniendo en juego
en este ejemplo: una misma funcién admite diferentes escrituras de su férmula, y cada
una de ellas “porta” una informacion visible diferente.

Dada cualquiera de estas expresiones, ;como sabe el alumno que su gréafico tendra la
forma de una parabola? ;Cudles son todas las férmulas cuyo gréfico tiene la forma de
una parabola?

Este puede ser un buen momento para que el docente defina: “Se dice que una fun-
cion f es cuadratica siempre que la expresion desarrollada (o expresion sin paréntesis)
de su férmula sea de la forma f(x) = ax2 + bx + ¢, con b y ¢ ndmeros cualesquiera
incluso O, pero a # 0”.

Y adelante una informacién que todavia no puede fundamentarse: “El gréfico de toda
funcién cuadratica es una parabola”.

Los alumnos ya saben esto en el caso en que la formula esta dada en forma candnica
(es todo el trabajo realizado en el capitulo 3), pero todavia no saben que toda expre-
siébn cuadratica admite una escritura candénica. Es lo que aprenderan al resolver los
problemas de este capitulo.
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A continuacion, se proponen dos problemas en contexto en los cuales se pregunta por
un valor maximo. La complejidad de los problemas reside en la construccién de un
modelo algebraico de la situacién, para resolverlos.

En ambos casos se obtiene una férmula factorizada de una funcién cuadratica, a partir
de la cual se puede calcular el maximo de la funcién.

PROBLEMA 3

En una chacra se quiere cerrar un area rectangular para la huerta apro-
vechando una pared existente. Para hacer los otros tres lados del rectan-
gulo se dispone de 170 m de tejido metalico.

‘| H pared

a) ;Cudl sera el area de la huerta, si uno de los lados de la cerca
mide 30 m?

b) Hallar las dimensiones de la cerca para que la huerta tenga la
mayor superficie posible.

Comentarios

La primera pregunta ubica a los alumnos en el contexto y los convoca a investigar la
relacion de dependencia entre las dos dimensiones del rectangulo. Si fuera necesario, el
docente puede explicitarles que busquen una férmula que relacione las dos dimensiones.

Para calcular el area, se puede elegir como variable independiente cualquiera de las
dos dimensiones de la cerca, y resultaran entonces dos modelos algebraicos posibles
y vélidos para la misma situacion:

Modelo A
Area de la huerta (x) = x - (170 — 2x)
donde x es la medida de los lados adyacentes a la pared
Modelo B
Area de la huerta (z) = z- 170 - z
2
donde z es la medida del lado opuesto a la pared.
(Seguramente en un aula las dos férmulas van a ser escritas con la misma letra, x).

El docente puede alentar a los alumnos a analizar si las férmulas obtenidas son o no equi-
valentes, y destacar que la variable independiente representa longitudes de distintos lados
en una y otra funcién. Hay diferentes modos de abordar este estudio:
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¢ las dos expresiones no son equivalentes porque para un mismo valor de la variable dan
resultados diferentes.

e otra manera es hacer transformaciones algebraicas en una y otra férmula para llegar a
una expresion desarrollada de las dos férmulas y controlar que son diferentes.

e un tercer modo que puede proponer el docente es hacer los graficos de las dos
funciones, para ver que sus gréficos son distintos.

Seria interesante que todos estos modos convivan en un aula y sean puestos en relacion.
Este analisis permitiria profundizar la nocién de expresiones equivalentes.

Las dos expresiones estudiadas permiten calcular el area de la huerta y alcanzan el
mismo valor maximo, aunque en distintos valores de la variable independiente.

Cualquiera sea la férmula producida, ;cémo podria el alumno reconocer que hay un
maximo y encontrarlo? Las férmulas corresponden a una funcién cuadratica; ellos
saben entonces que el grafico es una parabola y que el valor méximo de las funciones
se corresponde con la ordenada del vértice.

Si se elige el modelo A, los ceros de la funcién son 0 y 85, y pueden leerse esos valores
en la féormula. El vértice esta en el eje de simetria, y por lo tanto tiene abcisa x = 42,5.
El maximo sera la ordenada del vértice: 42,5 - (170 -2 -42,5) = 3.612,5.

Si se elige el modelo B, los ceros son 0 y 170. La abcisa del vértice es z = 85, y el maxi-
mo sera 85 - 170 — 85 =3.612,5.

2
Cualquiera sea entonces el modelo que se utilice, las dimensiones de la cerca para ob-
tener una huerta de area se obtendran de la operacion se obtendran de la operacién
42,5 x 85.

Puede suceder también que los alumnos, antes de pensar en una férmula, calculen el
area para distintos valores de las dimensiones de la cerca.

En un curso donde se prob6 el problema, los alumnos asumieron rapidamente que se
trataba de una funcién cuadrética, porque armaron una tabla de valores, observaron que
al aumentar el valor de x, el valor del area subia pero luego bajaba, y pudieron encontrar
valores diferentes de x en los que la funcién érea daba igual (por ejemplo, 40 y 45).

Para ellos, esto fue suficiente para concluir que se trataba de una cuadrética y calcu-
laron el valor dénde se alcanzaba maximo como el punto medio entre dos valores
“companeros”.

La intervencion docente entonces fue pedirles que justificaran el hecho de que se
trataba de una parabola:”;No puede tratarse de otra funcién? ;Por ejemplo, de una
funcion médulo?”
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En este caso, la bdsqueda de la formula estuvo motivada por la necesidad de justificar
’
que se trataba de una funcién cuadratica.!

En otro curso, una docente cambié el nimero 170 por 171, con el objeto de hacer
mas dificil la obtencién del vértice a partir del calculo de algunos valores en la funcion.
En este curso, los alumnos tuvieron que producir una férmula para poder hallar el
valor maximo.

PROBLEMA 4

El duefio de un ciber decidié emplear un sistema de socios con un cargo

fijo durante el mes, para los clientes habituales. El sistema consiste en que

los clientes se hacen socios y pagan una cuota fija por mes, que los auto-

riza a utilizar las computadoras cuando quieran y el tiempo que quieran.

La cuota salia $26, y se hicieron socios 100 personas. Luego de variar el

precio algunas veces, el duefio registr6 que por cada $1 que aumentaba,

siempre perdia 2 socios. Suponiendo que esto es cierto, respondé las si-

guientes preguntas:

a) ;Cuanto recaudo, cuando la cuota salia 26?

b) ;Con cuantos socios se va a quedar, si aumenta la cuota $4? ;Ycuanto
recaudara en ese caso?

¢) Propongan otros posibles aumentos e indiquen cuantos socios queda-
ran y cuanto recaudara el duefio en esos casos.

d) Propongan una férmula que permita calcular cuanto dinero va a
recaudar por mes, dependiendo de cuanto se aumente la cuota.

e) ;Podrias decir cuanto tiene que aumentar el duefio para obtener la
maxima recaudacién? ;Y cual seria esa recaudacion?

f) Proponé otra formula que permita calcular el dinero que se va a re-
caudar en funcion del valor de la cuota.

Comentarios

Este problema tiene una estructura similar al anterior, pero la produccién de una for-
mula que permita calcular lo recaudado y su lectura son mas complejas.

Para llegar a la férmula (26 + x) . (100 — 2 . x), incorporamos los items intermedios
b) y ¢). Dependiendo del curso, el docente decidiria si estos items son necesarios.

Antes de la pregunta d), el docente podria reunir las repuestas sobre la recaudacion
y dejar escrito en el pizarrén la traza de las operaciones efectuadas. Por ejemplo: b)
(100-2-4) (26 +4)= 92 - 30

Se puede luego construir una tabla los valores y preguntar cudl seria una expresion
para lo recaudado para un x cualquiera:

11 Ver, en el anexo 2, un relato pormenorizado de esta clase.
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Si aumenta Recauda
2 28 - 96
3 29 - 94
4 30-92
X é?

Una vez obtenida la férmula (26 + x) - (100 — 2 - x) , se pueden calcular los ceros de la
funcién cuadratica, buscando los ceros de cada paréntesis: 26 + x =0 y 100 — 2x = 0. Se
obtiene asi —26 y 50. Para hallar el maximo, se busca la ordenada del vértice de la para-
bola, cuya abcisa se encuentra al sumar a —26 la mitad de la distancia entre -26 y 50,
es decir: —=26 + 38 = 12.

El maximo valor de la recaudacién es entonces (26 + 12) - (100-2-12) =38 - 76 = 2.888.

En el item f), la férmula para calcular la recaudacién en funcién del valor de la cuota es:
x - (100 - 2(x — 26)).

En este caso, los ceros de la funcién son 0 y 76. La abcisa del vértice resulta 38, y el
valor maximo de la recaudacién resulta 38 - (100 — 2(38 — 26)) = 2.888 , el mismo valor
que se obtuvo antes.

Como en el problema anterior, se esta en presencia de dos expresiones no equivalentes
que modelizan la situacién, que calculan lo mismo, pero con variables independientes
diferentes.

En el problema que sigue se plantean férmulas de funciones para profundizar en la
bldsqueda de maximos y minimos de manera descontextualizada.

PROBLEMA 5

Para cada una de las siguientes funciones, decidir si tienen maximo o
minimo, y hallarlo.

a) f(x)=-2(x-3) (x+595)

b) gx)=(7x-3) (x+5)

c) h(x)=(x-9)x+21)+3

d) m(x) =x2+ 65

e) p(x) = (x-4)2

B n(x)=(2x-5) (x- 5
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Comentarios

Se trata de que los alumnos encuentren el maximo o minimo sin desarrollar la formu-
la, aprovechando las posibilidades de las distintas escrituras y teniendo en cuenta que
el vértice esta en el eje de simetria de la parabola.

En los items a), b) y e) se pone en juego que “el producto de dos factores es cero solo
si alguno de los dos es cero”.

En el item b), los ceros son iy—5. Este es un buen lugar para sistematizar que el pun-
to medio entre los dos valores se calcula sumando, al menor, la mitad de la distancia.
O sea, sumarle a -5 la mitad de la distancia entre iy -5, quees 3/7 + 35/7 =38/7.
La abcisa del vértice es entonces -5 + -2~ = — 16" Sj los alumnos tuvieron experien-
cias de calculo de promedios, pueden identificar el punto medio con el promedio

entre los dos valores.

En el item c) se puede determinar que x = 9 y x = =21 son “companeros”, porque
tienen la misma imagen: h(9) = h(-21) = 3; por lo tanto, la abcisa del vértice esta en
el punto medio entre 9 y —21. Puede suceder que los chicos, repitiendo la estrategia
de los items anteriores, intenten hallar los ceros de la funcién sin darse cuenta de que
hay otros valores de “compafieros” mas faciles de encontrar.

Podriamos llamar “cuasifactorizada” a esta forma de escritura de la férmula de una
parébola. En nuestras experiencias en aula, pudimos comprobar que muchos estu-
diantes se apropian facilmente de la estrategia de “mirar” compafieros en esta forma
de escritura.

En los items d) y e), el hecho de que una de las coordenadas del vértice sea 0 puede
generar desconcierto. Aun cuando la férmula esté presentada en la forma canénica,
puede ser que algunos alumnos no la reconozcan. Al estudiar la funcién del inciso d),
se puede volver a reflexionar: como se le suma a 65 algo positivo o cero, el menor
valor de la funcién es 65, y se alcanza cuando x = 0.

En el item f), se puede proponer escribir la férmula como en el e). O también calcular
los ceros de cada paréntesis y la abscisa del vértice como su punto medio.

Para los items a), b), ¢) y e) se podria pedir un gréfico aproximado.

Al finalizar con la discusién de los problemas 3, 4 y 5, se espera poder arribar a la si-
guiente conclusion:

Si se tiene la férmula factorizada (producto de dos lineales), o la que estamos llaman-
do “cuasifactorizada”, entonces se pueden determinar sin hacer cdlculos los ceros o dos
“comparieros” y, con ellos, el vértice de la pardbola.

Los dos problemas que siguen tienen como finalidad que los estudiantes produzcan
férmulas de parabolas que cumplan determinadas condiciones.
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PROBLEMA 6

a) ;Cudl podra ser la formula de una funcion cuadratica cuyos ceros
sean 3 y —7? ;Cuantas funciones cuadraticas cumplen esa condicién?
(Por qué?

b) ;Cual podra ser la férmula de una funcién cuadratica que tenga
como compafieros a x = 7 y x = 11? ;Cuantas funciones cuadraticas
cumplen esa condicion? ;Por qué?

¢) (Cudl podra ser la formula de una funcion cuadratica f que verifique
fiS) = fi25) = 18?7

d) ;Cudl podra ser la formula de una funcion cuadratica cuyo grafico sea
una parabola con vértice en el punto (5; 2)?

e) ;Cudl podra ser la formula de una parabola que no corte al eje y?

f) ;(Cudl podra ser la formula de una parabola que no corte al eje x?

Comentarios

Después del item b) el docente puede proponer variantes, preguntando, por ejemplo, qué
sucederia si se le sumara un nimero a la férmula que, muy probablemente, propondran
todos: (x — 7) (x — 11). Si han aparecido férmulas de ese tipo, se podran organizar en el
pizarrén, para mostrar que todas las que cumplen la condicién son de la siguiente forma:
a(x-7) (x-11) + b, variando a y b.

Si bien en los dos primeros items se obtiene infinitas férmulas que cumplen con lo
pedido, en el primer caso queda solo un parametro libre, y en la otra, dos. Las dos pre-
guntas tienen infinitas respuestas, pero una tiene un grado de libertad y la otra, dos.

Para hallar una férmula que cumpla lo pedido en el item c), los alumnos se podrian
apoyar en lo discutido en torno el item c) del problema 5 para producir una férmula
“cuasifactorizada”: f(x) =a - (x = 5) - (x — 25) + 18, para cualquier valor no nulo de a.
Para resolver el item d) se puede armar una férmula canénica, ya muy trabajada en la
parte 3:y =a - (x — 5)2 + 2, para cualquier valor no nulo de a.

También, teniendo presente el trabajo en los items anteriores, en vez de escribir la
férmula candnica, podrian buscar dos valores de x simétricos respecto de la abcisa del
vértice (por ejemplo, 3 y 7). Con estos valores, plantear una férmula “cuasifactoriza-
da” con parametros, a(x — 3) (x — 7) + b, y ajustarla para que f(5) sea igual a 2. En este
caso, obtendran todavia un parametro que no queda determinado.

A partir de estos items es interesante discutir colectivamente qué expresion resulta
mejor adaptada para los datos que se tienen, es decir, cudndo es mas conveniente
escribir la formula factorizada, cuando la “cuasifactorizada”, cuando la canénica. Para
el item e) se trata de ver que si la parabola no cortara al eje y, no se la podria evaluar
en x = 0. En el item f) hay que relacionar la condicién con la no existencia de raices.
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PROBLEMA 7

a) Inventen la férmula de una funcion cuadratica que tenga una sola raiz.

b) Si ahora se quiere que tenga una sola raiz y que sea en x = 3, jcuantas
funciones distintas puede haber?

Comentarios

Es un problema similar al 6, se podria complementar pidiendo que en x = 3 la funcién
tenga un maximo o un minimo.

En los problemas 8 y 9, uno en un contexto y el otro no, el objetivo es la basqueda
de ceros y extremos de funciones cuadraticas, dadas por féormulas desarrolladas con
término independiente nulo.

PROBLEMA 8

Hay un famoso gol de tiro libre, convertido por José Luis Chilavert,
arquero de Vélez, que resulto “inatajable” para Burgos, arquero de River,
en el partido del dia 22 de marzo de 1996. Se sabe que la trayectoria de
la pelota lanzada por Chilavert puede ser representada por la siguiente
funcion:

h =-0,02 x2 + 1,16 x

en donde x representa la cantidad de metros en linea recta sobre el pasto

desde el pie de Chilavert hasta el lugar donde se encuentra la pelota, y h,

la altura alcanzada por la pelota, medida en metros.

a) /A cuantos metros de Chilavert la pelota hubiera tocado el piso (de no
haber sido interrumpida su trayectoria por la red del arco)?

b) ;Cual fue la altura maxima que alcanzo la pelota, y a qué distancia del
lugar de partida?

Comentarios

Se esta suponiendo que la trayectoria de la pelota esta en el plano perpendicular al
piso. Pensamos que no es necesario aclararlo en el aula, salvo que surja algin cuestio-
namiento respecto de la verosimilitud de la situacién.

Un asunto que los alumnos deben enfrentar con este problema es poner en relacién
diferentes aspectos de la situacion modelizada con el modelo algebraico. En particular,

deben interpretar la pregunta a) en términos de los ceros de la funcion dada.

Un procedimiento que puede aparecer en el aula es el siguiente “despeje” de la ecuacién:
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-0,02x2+1,16 x=0,
-0,02 x2=-1,16 x y dividiendo por x
(algunos alumnos pueden retener la condicién x = 0 y otros obviarla) x = 58.

El profesor puede proponer, como otra opcién, sacar factor comun x, obtener la for-
mula factorizada de la funcion x - (-0,02 x + 1,16) y usarla para hallar los ceros.

Esta segunda resolucién se puede poner en relacién con la primera para discutir la
condicién x = 0, necesaria para dividir por x.

Para responder a la pregunta b) hay que relacionar la altura maxima de la pelota con
la ordenada del vértice de la parabola. La abscisa de dicho vértice se puede hallar a
partir de los ceros de la funcion.

Interesa analizar con los alumnos para qué valores de x la funcién h representa el
trayecto de la pelota. La situacién tiene sentido desde que Chilavert patea hasta que
la pelota vuelve al piso. Es decir, h es modelo de la situacién entre las dos raices. El
docente puede preguntar, por ejemplo: ;Que pasaria con x < 0, o con x > 807 ;Qué
querrd decir? ;Puede ser negativo el valor de h?

Estamos en el caso en que hay una funcién que se puede evaluar para cualquier valor
de x, pero es modelo de la situacion solo en un intervalo. Podriamos llamar a este in-
tervalo el dominio de la funcién para este problema.

PROBLEMA 9

Decidir si cada una de las siguientes funciones tiene méximo o minimo, y :
hallarlo. :
a) fix) =-2x2-7x

b) g(x) = 14x2 + 3x

C) h(x) =x2-x

Calcular las raices o ceros de estas funciones.

Comentarios

El objetivo de este problema es la ejercitacion de la técnica de sacar factor comdn para
estudiar la funcién cuadratica.

En los problemas 10, 11, 12 y 13 se trabaja con férmulas desarrolladas completas para
hallar el vértice. La forma tradicional de hallar la abscisa del vértice —x,~ de una pa-
rabola es calcular las raices y hallar su promedio, o bien utilizar la férmula x,, = =b
Proponemos otro camino: escribir la férmula en la forma “cuasifactorizada”, de ma-
nera de hacer visibles dos valores de x “compafieros”, y con ellos calcular la abscisa
del vértice, como se hizo en el inciso c) del problema 5. Uno de esos dos valores es
siempre x = 0.
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Comenzamos con un problema donde se pide que grafiquen una parabola, tarea que
requiere la identificacién de las coordenadas del vértice.

PrOBLEMA 10

Realizar un grafico aproximado de la siguiente parabola:
y =x2 + 16x + 66

Comentarios

Si los alumnos comienzan con una tabla de valores para los primeros nimeros natura-
les, como es habitual, la traza que van obteniendo en el grafico cartesiano no muestra
la “forma tipica” de una parabola y no da pistas para ubicar el extremo. Se eligi6
adrede una férmula para que “hacer una tabla de valores” no alcance para resolver la
tarea que se propone.

Podemos identificar dos procedimientos un poco diferentes que se pusieron en juego
en las aulas.

Primer procedimiento:

Cuando los chicos se ven enfrentados con la férmula, es bastante habitual que quieran
manipularla algebraicamente y que algunos saquen factor comin x de los dos prime-
ros términos. Les queda asiy = x - (x + 16) + 66. Teniendo la formula escrita de esta
manera, se puede “leer” que los puntos (0; 66) y (-16; 66) son simétricos respecto del
eje de la parabola. Por lo tanto, la abscisa del vértice es x,, = -8, y reemplazando en la
férmula, se obtiene la ordenada, y,, = 2.

Una vez calculado el vértice, se pueden buscar puntos con valores de x cercanos y a
ambos lados de la abscisa del vértice, para dibujar aproximadamente la parabola.

Segundo procedimiento:

Muchos alumnos entre las primeras cuentas que hacen calculan f(0) = 66. Se les pue-
de proponer entonces que calculen el “compafero” del O, es decir, que hallen otro
valor de x que tenga como imagen 66:

66 = x2 + 16x + 66
0=x2+16x
0=x(x+16)
Por lo tanto, para x =0y x =-16, la ordenada es 66.

Los dos procedimientos son similares; en el primero se aprovecha una manipulacién
algebraica que pueden estar haciendo los alumnos, y en el sequndo, el calculo efectivo
de valores de f.
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PrOBLEMA 11

Hallar el vértice de las parabolas dadas por las féormulas que siguen.

a)y=2x2-10x + 11,75 b)y=x2-3

c)y=x2+%x d)y=x2+10x-25

e)y:x2+%x—% f)y=x2+12x+ 35
Comentarios

Es un problema que puede encararse de manera similar al anterior. El item b) quizas
desconcierte a los alumnos, ante la imposibilidad de “sacar factor comin”, que es la
técnica que se esta poniendo en juego. En ese caso puede proponerse directamente
que calculen los dos valores donde se anula la funcién.

PROBLEMA 12

Una piedra se lanza verticalmente hacia arriba desde la ventana de una

habitacion con una velocidad inicial de 10 metros por segundo.

Se sabe que h(t) = -5t2 + 10t + 15 es la fébrmula que permite calcular la

altura a la cual se encuentra la piedra, medida desde el suelo, t segundos

después de que fue lanzada.

a) ;A que altura se encuentra la piedra 0,5 segundos después de que fue
lanzada?

b) ;A qué altura esta la ventana?

¢) ;Cudl es la altura maxima que alcanza esa piedra, y en qué momento
la alcanza?

d) A partir del grafico de la funcién, estimar cuando chocard esa piedra
con el suelo.

Comentarios

Como en varios problemas anteriores, en este se necesita entender una férmula como
modelo de una situacion. Cada una de las preguntas que se formulan en el contexto
del lanzamiento de la piedra deben ser interpretadas en términos de la férmula de la
funcién h. Una vez hecho esto, para responder las preguntas, sera necesario poner en
juego los conocimientos que se han construido sobre funcién cuadratica.

Por ejemplo, para responder la pregunta b) hay que interpretar que la altura de la
ventana se alcanza en el momento del lanzamiento, y calcular entonces h(0).
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Esta altura se alcanza también en otro momento, cuando la piedra esta cayendo para
el suelo: “;En qué momento la piedra vuelve a pasar por la altura de la ventana?”, es
una pregunta que puede hacerse a los alumnos y recupera la nocién de valor compa-
fiero pero en contexto. Este valor es necesario para responder la pregunta c).

En cuanto al gréfico de la funcién, trae la novedad de que tiene una rama mas larga
que otra y eso también tiene una interpretacién en el contexto del problema. Para res-
ponder a lo que se pide en d) es necesario interpretar que el suelo se alcanza cuando

igu u i i6 afi j
hesigual a0,y “leer” el valor de x en el punto de interseccion del grafico con el eje
de las abscisas.

En el contexto del lanzamiento de la piedra se puede presentar otro problema que
aborda entre otras cosas, el estudio de la interseccion de dos parabolas.

PrROBLEMA 13

Supongamos que en el mismo instante en que se lanza la misma piedra
del problema 12, simultaneamente, desde el suelo, se lanza otra piedra
con una velocidad de 20 m/s. Se sabe que en este caso j(t) =-5t2 + 20t es la
férmula que permiten calcular la altura a la cual se encuentra esta piedra,
medida desde el suelo, t segundos después de que fue lanzada.

a) ;En qué momento esta piedra vuelve a tocar el suelo?

b) Una persona sentada dentro de la habitacion, jpuede ver pasar esta
piedra?

¢) ¢En algin momento las piedras alcanzan la misma altura? ;A qué
altura sucede esto?

g) (Donde se encuentra la piedra que fue lanzada desde la ventana,
cuando la que se lanz6 desde el suelo alcanza su altura maxima?

Comentarios

El gréfico de las dos parabolas en un mismo sistema de ejes cartesianos resulta un re-
curso muy potente para responder las distintas preguntas de este problema.

Nos proponemos ahora abordar el calculo de los ceros de una funcién cuadratica a
partir de una férmula desarrollada.

El trabajo con los problemas anteriores permitiria a los alumnos hallar el vértice de la
parabola, sea cual sea la forma de la férmula de la funcién. Con este conocimiento se
puede armar una férmula en su forma candnica (el problema 15 aborda esa técnica).
Con esta expresion se pueden calcular los ceros.

Este recorrido que hemos ido construyendo para hallar los ceros de una funcién cua-
drética nos permitira llegar a la férmula resolvente de la ecuacién de segundo grado
de manera fundamentada.
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Para comenzar, en el problema 14, enfrentaremos a los alumnos directamente con la
tarea de hallar los ceros de una funcién cuadratica.

Una vez discutidos los posibles procedimientos en el aula, queremos llegar a la con-
clusién de que, contrariamente a lo ya conocido, no siempre que tengo una ecuacion
la puedo resolver “pasando de términos”. Este es un conocimiento nuevo para los
alumnos, y permitira discutir nuevamente en torno al concepto de ecuacion.

PROBLEMA 14

Hallar los ceros de la siguiente funcion: y = % X2 +2X - 6

Comentarios

Suponemos que muchos estudiantes intentaran “despejar la x”, y sera necesario dis-
cutir en el aula todos los procedimientos desplegados para eso. Es una oportunidad
de volver a discutir cuestiones en torno al funcionamiento del lenguaje algebraico y
también en torno al concepto de ecuacién, de soluciones, etcétera.

Una vez discutido esto, la idea es reflexionar con los alumnos que en problemas anterio-
res (el capitulo 3 de este documento) se pudieron hallar lo ceros de una funcién cuadra-
tica porque su férmula venia “acomodada” de otra forma, es decir, en forma canénica.

Por otro lado, si recuperamos lo hecho hasta ahora en este capitulo 4, es posible encontrar
el vértice de la parabola a partir de esta escritura desarrollada que enfrentamos ahora.

La formula de la funcién se puede escribir: y = x . ( 17x +2)-6

por lo tanto, 0 y —4 son companeros, porque tienen la misma imagen —6. La abscisa
del vértice es el punto medio x = -2y la ordenada, y = —2(% (-2)+2)-6=-8

Una vez encontradas las coordenadas del vértice, la idea es producir la escritura de
férmulas en forma candénica que correspondan a ese vértice y luego ajustar cual de
ellas sirve a partir de algun otro punto de la parabola dada (esta tarea ya habia sido
planteada en el problema 12 del capitulo 3). Resulta en este caso la férmula:

1 x+202-8
2
Finalmente, la escritura candnica de la formula nos permitira hallar los ceros:

%(“2)2_8:0

%(x+2)2=8
X+2 =%\/16
X1=2 X2=—6
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PROBLEMA 15

a) Hallar la expresion canodnica de las siguientes formulas de funciones
cuadraticas:

fx) = -2x2-4x -2
g(x) =—x2-2x
h(x) =3x2+ 18x - 21
j(x) =3x2+5
b) Buscar los ceros de estas funciones.

¢) Buscar los ceros de la funciones del problema 11.

Comentarios

Este problema se presenta para afianzar la técnica que recién se despleg6. Al mismo
tiempo, se propone aprovechar el mismo para discutir en torno al coeficiente prin-
cipal. Una posible forma de plantear la discusion seria preguntar: “;Es verdad que el
coeficiente de x2 en la forma desarrollada sera siempre el mismo que sacamos fuera
del paréntesis en la forma canénica?”.

Los estudiantes tienen ejemplos de que esto es asi, se les demanda ahora una explica-
cién. La misma puede apoyarse en argumentos referidos a una funcién en particular:
“f(x) = —2x2 — 4x -2, entonces en la escritura candnica f(x) = a (x ....)2 + (....) a tiene
que ser también -2, porque de lo contrario, al desarrollarla no quedaria la expresion
original”.

Y una reflexién sobre este argumento permitiria concluir que lo mismo pasara con una
funcién cualquiera.

Si se plantea esta discusion después de trabajar con la funcién f, se simplifica el trabajo
para las funciones hy j.

Después de la resolucion de estos ejercicios, proponemos trabajar en el aula, con la
participacion de los alumnos, en la construccién de una formula general para hallar las
raices de cualquier funcién cuadratica. La férmula:

—b +\/ b2 -4ac

2a

X =

estara, de este modo, dotada de sentido por el trabajo que se hizo hasta el momento.

Si los alumnos conocian esta féormula de algan aprendizaje anterior (por ejemplo, de
la clase de Fisica), encontraran ahora una fundamentacién de aquello que aplicaban
mecanicamente.
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Ofrecemos una posible organizacién de la construccion en la clase de la férmula ge-
neral para hallar raices de una funcién cuadratica, siguiendo la técnica que hemos

desarrollado hasta aqui.

Tenemos una funcién cuadratica: y = ax2 + bx + c.

Para buscar las raices de la funcion, esto es, las soluciones de la ecuacién 0 = ax2 + bx
+ ¢, necesitamos buscar la formula candnica de la funcion. Entonces:

1) Calculamos dos valores de x que sean comparieros:

y=x(ax+b) +c

X =‘/0 \x b

2) Buscamos el vértice:

0+ (~b
L oreby
v 9 2a
—a(— b )2 b iz b2 b2 b2 b2 b2
Yo=al g b (- = g~ 5 v S e T 2% T T
:—i+C
4a
3) La expresién candnica sera:
y=a(x+L)2+(—£+c)
2a 4a
4) Usamos esta expresion para calcular las raices:
b2 b2 o
a(x + 2a) + ( i +0)=0
b y2__ b2
a(x+g ( i +0)
b2
b \2_ b2 b \2_ 4a
Ax+5) = g = X+ 22 =
a
b y2_ b2 ¢ b b2 _ 4ac
O+ 2a ) 4a2 a O+ 2a )
4a
b _ b2 — 4ac b _ ., \.b2-4ac
X+g—i 422 X+K—i Ja
b b2 — 4ac _ —b+Vb%2-4ac
X="a * 4a? x= 2a

—son compafieros, porque la imagen de los dos valores es c.
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Si bien es posible que los alumnos no estén en condiciones de producir solos esta de-
duccién, consideramos que tienen herramientas en las que apoyarse para controlar y
validar los diferentes pasos que se realizan. Nuestra experiencia muestra la riqueza de
hacer este trabajo en el aula.

Proponemos cerrar todo este trabajo con una actividad de sintesis en torno a las dife-
rentes escrituras de la férmula de una funcién cuadratica. El trabajo puede apoyarse
en un esquema como el siguiente

Escritura candnica Escritura polindmica

y=3(x+3)2-48 y =3x2+18x - 21

Escritura factorizada * /

y=3x-1)(x+7)

La idea seria proponer a los alumnos que expliquen como se recorren cada una de las
flechas; habra que discutir que las trasformaciones que marcamos en linea punteada
no siempre se pueden realizar. En esta discusion se podran recuperar las relaciones
entre las diferentes escrituras, las raices de la funcién y el vértice de la parabola. Hay un
importante trabajo algebraico necesario para establecer estas relaciones.

En ese sentido, pensamos que la ensefianza de estos temas representa una oportuni-
dad para avanzar en la complejidad del trabajo algebraico de los alumnos. De la mano
de aprender mas sobre los objetos, sus propiedades y relaciones, los alumnos estan
incorporando algunos rasgos esenciales de los modos de producir en matematica.

En estos 4 capitulos hemos intentado comunicar una propuesta de ensefanza de la
funcién cuadrética y la parabola que pone en el centro la actividad de los alumnos en
la clase, haciendo matematica. Esto incluye momentos de resolucién de problemas,
momentos de construccién y afianzamiento de técnicas, momentos de sintesis. Y ne-
cesita de una intencionalidad del docente que organice la ensefianza priorizando la
produccién de los alumnos. Esperamos que este documento se pueda convertir en
una ayuda para sostener esa intencionalidad.
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PROBLEMA 1

Las siguientes tres figuras responden a una misma regla: estan for-
madas por dos cuadrados adyacentes, y el lado del cuadrado mas
chico es 1 cm menor que el lado del cuadrado mas grande.

1,0 cm 1,5 cam

2,0cm 2,5cm

3,0cm

4,0 cm

a) Calcular el perimetro de la tercera figura. Escribir el procedimien-
to utilizado.

b) Calcular el perimetro de una figura similar a las dadas, pero
sabiendo que el lado del cuadrado mas grande mide 34,5 cm 'y
el lado del cuadrado mas chico mide 33,5 cm.

¢) Calcular el perimetro de una figura del tipo de las dibujadas,
sabiendo que el lado del cuadrado menor mide 55,3 cm.

d) Escribir una féormula que permita determinar el perimetro de
las figuras del tipo de las dadas, teniendo como dato el lado del
cuadrado mas chico.

e) Escribir una féormula que permita calcular el perimetro de una
figura del tipo de las dadas, teniendo como dato el lado del
cuadrado mas grande.

f) Escribir una féormula que permita calcular el area de una figura
del tipo de las dadas, teniendo como dato el lado del cuadrado
mas grande.

Este problema introduce una variable continua, mediante el trabajo con férmulas para
medir, a propoésito de la nocién de perimetro y area. La idea es sequir trabajando con
la equivalencia y no equivalencia de férmulas.
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PROBLEMA 2

Dados dos segmentos que miden, respectivamente, a y b, dibujar
una figura compuesta por rectangulos y/o cuadrados cuya area sea:
a-b+a?

a-b+ b2

(a + b)?

az + b2

En este problema se trata de leer, en una expresién algebraica, informacién que pueda
ser interpretada geométricamente en términos de areas, y de construir una figura con
esa area.

PROBLEMA 3

1. Si a un rectangulo se le triplica su base y su altura:
a) ;Es cierto que el area también se triplica? ;Por qué?
b) (Es cierto que el perimetro también se triplica? ;Por qué?
c) Si el rectangulo fuera un cuadrado, ;qué pasaria con su area'y
su perimetro, al triplicar el lado?
2. ;Como varia el area de un rectangulo cuando uno de sus lados se
duplica y el otro se reduce a la mitad?

En este problema se estudian las variaciones de area y perimetro al variar la medida de
los lados de ciertas figuras. La idea es trabajar con algunas transformaciones simples de
las escrituras que involucran propiedades de las operaciones. El contexto geométrico
valida esas propiedades.

Por ejemplo: = (3 - b)2=32.b2=9 . b2
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PROBLEMA 4

a) Dadas las siguientes figuras, escribir sus areas de dos maneras dis-
tintas.
a 3,5

b) Dada la siguiente figura, escribir de dos maneras distintas el area de la
parte sombreada.

I a ]
r 2 1
 —

En este problema se pone en juego la propiedad distributiva simple (con suma y resta).
Como antes, el contexto geométrico permite una validacién de esta propiedad.

PROBLEMA 5

La siguiente figura estd compuesta por 4 rectangulos. Escribir al

menos dos féormulas que permitan calcular el area de la figura.

a b

El objetivo de este problema es arribar a la formulacién y validacion de la propiedad
de la distributiva doble con sumas.
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PROBLEMA 6

En un cuadrado, cada lado se divide en un A B
segmento que mide 3 y otro que mide k.

a) Escribir la formula del area de A, el area
de B, el areade C, el areade Dy el area D D
del cuadrado total.

b) Decidir cuales de las siguientes expresio-
nes permiten calcular el area del cuadra-

do total: <
1) k-3+3-3 5) (k+3)2
2) (k+3)- 3+Kk) 6) k2+k-3+32
3)k2+32+2-(k+3) 7) k-B+k)+3-3+k)
4) k2 + 32 8 k2+2-k-3+32

En este caso se llega a la expresion del cuadrado de una suma, con una validacién
para esta transformacion apoyada en la figura dada.

PROBLEMA 7

Decidir cuales de las siguientes expresiones representan el area sombreada de laé
figura. Explicar por qué. :
5 b

1)S+b)-(c+4)-5-(c+4)-b-c
2)b-(c+4)-b-4

3)b-c

4) 5+b)-(c+4)-5-(c+4)-b-4
55+b)-(c+4)-4-(5+b)-5-c¢
6) (5+4)-(c+b)-5-4

Con este problema se continla trabajando la relaciéon entre expresiéon algebraica y
area de una figura.
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RELATO DE UNA PROFESORA SOBRE EL PROBLEMA 1 DEL CAPITULO 3

Este problema (cuyo enunciado comienza: “Miguel y Ernesto se asociaron para de-
sarrollar un microemprendimiento como técnicos de computadoras”...) resulté muy
apropiado para comenzar el trabajo desde la férmula, porque el contexto les permite
a los alumnos comprender claramente la dependencia entre las variables pero no les
aporta mucho mas acerca del tipo de variacion, ni sobre si hay o no valores de la varia-
ble independiente que tienen la misma imagen; tampoco, si existe un valor maximo
o minimo. Es decir que todo lo que quieran conocer acerca de la funcién ganancia lo
tienen que obtener a partir del andlisis de la férmula.

Sin embargo, es importante aclarar que el contexto, aunque no les aporta informa-
ciéon acerca de la variacion, es Util porque otorga sentido a las preguntas y permite
interpretar cudl es el significado que tiene cada respuesta en este problema.

Comenzaron trabajando en grupos con la consigna que debian resolver (los items a)
y b)), para poder realizar entonces una pequefia discusién antes de continuar con las
demas consignas.

En esa primera instancia de trabajo grupal surgieron cuestiones que merecen ser des-
tacadas:

® Muchos alumnos supusieron que para ganar mds, habria que cobrar mds; entonces,
proponian cobrar precios superiores a $56, luego reemplazaban en la formula esos
valores y comprobaban que efectivamente se ganaba mas, porque los valores que
elegian para cobrar por hora eran mayores que $56 pero menores que $104, y se
quedaban provisoriamente con esa idea.

Otros sostenian que eligiendo un precio “alto”, como $100, podrian obtener una
muy buena ganancia, porque 100 es bastante mas que 56, pero se sorprendian al
ver el resultado de evaluar dicho valor en la férmula; como primera medida, revi-
saban los célculos, “desconfiando” de los mismos, para luego cuestionarse por qué
el resultado no era el que ellos preveian.

Lo notable es que hasta ese momento, en que solamente trabajaban con los items
a) y b), los alumnos, a pesar de haber trabajado antes con problemas que describian
fendmenos de variacién cuadratica, ain no reconocian en este nuevo problema ca-
racteristicas de ese tipo de variacién, porque en el grupo de problemas del capitulo 2
era el contexto lo que les permitia “ver” que el area iba a ser la misma para dos valores
de la variable independiente, porque la figura era la misma para esos dos valores de la
variable independiente y eso les era suficiente para deducir que si, por ejemplo, el area
aumentaba, lo haria hasta un cierto valor, pero luego iba a tener que descender para
tomar los mismos valores que al principio.
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Asi, en el caso del rectangulo inscripto en el triangulo isésceles (problema 1 del capi-
tulo 2), deducian que cuando la variable independiente tomaba valores mayores que
5,5 los rectangulos que obtenian eran los mismos, porque se intercambiaba el valor
de la base por el de la altura, y entonces el area iba a ser la misma. Lo mismo que en
el problema de los cuadrados sombreados (problema 2 del capitulo 2): si le asignaban
a la variable independiente un valor mayor que 4, notaban que se intercambiaban
los valores de los lados de los cuadrados N y M, y entonces la regiéon sombreada que
se obtenia era la misma. Y en el problema del cuadrado inscripto dentro del otro
cuadrado (problema 3 del capitulo 2) reconocian el mismo comportamiento, porque
exploraban cémo varia el area del cuadrado inscripto a medida que varia la distancia
entre los vértices de los cuadrados, pero ya tenian la “sospecha” de que esos valores
del érea se repetirian cuando la distancia entre los vértices de los cuadrados superara
la mitad del lado del cuadrado “grande”. O sea que, hasta aqui, el trabajo que hacian
era bien diferente.

Ademas, en este “nuevo” problema, la forma de la escritura de la férmula no se parece
a las del capitulo 2. Los alumnos no necesariamente recurren a las relaciones elabo-
radas en torno a los problemas de éreas para estudiar esta nueva situacién. La puesta
en comun se convierte en un momento clave para que en el aula pueda empezar a
circular la idea de que la férmula es un elemento potente para conocer acerca de la
variacion.

Con este objetivo, es Gtil realizar en el pizarrén una tabla, no solamente con los va-
lores que le fueron otorgando al precio y la ganancia correspondiente, sino también
escribir cémo fueron calculando cada una de esas ganancias, mostrando la traza de la
operatoria. De este modo, los alumnos comienzan a visualizar y poner su atencién en
cada uno de los términos que componen la férmula y pueden no solo distinguir qué se
modifica y qué no al evaluar los diferentes precios por hora, sino también comprender
cémo funciona la férmula.

Asi, con esa idea, se confeccion6 en el pizarrén la siguiente tabla:

Precio (en $) Ganancia (en $) Calculo
56 2.048 3.200 - 2(56 - 80)2
60 2.400 3.200 - 2(60 - 80)2
70 3.000 3.200 - 2(70 - 80)2

Pero, antes de completar el préximo renglén de la tabla, ya un alumno dijo:

—Yo también obtuve 2.400, pero puse un precio de 100.

Le respondi:

—Si... Contanos qué cuenta hiciste (para escribirla en la tabla y que todos pudieran
compararlas con las otras).
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Luego les pregunté:
—¢Y cémo puede ser? ;Hay 40 pesos de diferencia en el precio por hora, y se gana lo
mismo?

Precio (en $) Ganancia (en $) Calculo

100 2.400 3.200 - 2(100 - 80)2

Entonces, algunos dijeron:
—~Porque cuando se pone 60 o 100, el cuadrado da lo mismo, y entonces a 3.200 se le
resta lo mismo.

—iAh! iMuy bien!
Y enseguida, otros agregaron:
—Si cobramos 90 la hora, también se va a ganar 3.000.

—Claro, se va a ganar lo mismo que cobrando 70 la hora.

Con esta primera puesta en comun, los chicos ya estaban “mirando” en la formula y
atribuyendo al cuadrado la responsabilidad de obtener la misma ganancia para dos pre-
cios distintos, y ademas tratando de crear por si mismos una estrategia para encontrar
tales precios. Algunos llegaban rapidamente al razonamiento de que “Para lograr la
misma ganancia, la cuenta encerrada en el paréntesis debia dar nimeros que elevados
al cuadrado den el mismo resultado, y eso ocurre cuando los nimeros son opuestos”.

La tarea siguiente era atribuirle significado en el contexto al hecho de que dos precios
diferentes dieran la misma ganancia. En torno a esto surgieron distintas posturas, so-
bre si esta bien o no cobrar tal o cual precio, si da resultado o no “cobrar mucho” y
otras cuestiones que escapan al analisis de lo matematico, pero que igualmente hacen
a la formacién de un criterio propio por parte de los alumnos.

Por supuesto que continuar con el item c) del problema ahora resultaba muy simple,
porque los alumnos ya sabian que el paréntesis les tenia que dar 24, porque con 56
por hora el paréntesis les habia dado —4. Ademas, hubo quienes ya habian encontrado
que 104 era el precio que se debia cobrar por hora para obtener la misma ganancia
gue con 56. Inclusive, hubo quienes ya habian llegado a concluir que cuando el pre-
cio por hora era de 80, se obtenia la maxima ganancia “Porque a 3.200 no se le resta
nada, debido a que el segundo término se hace 0”. Me parecié importante que los
alumnos por si mismos analizaran coémo “jugaban” entre si esos dos términos de la
férmula. Ellos decian que para cualquier otro p distinto de 80, el 3.200 siempre se
“achica”, porque se le resta “algo” positivo.

Este razonamiento les sirvié para resolver el item d), porque decian que para obtener
una ganancia de 1.400, a 3.200 habia que restarle 1.800, asi que debian averiguar
cuando el paréntesis al cuadrado daba 900; luego, la cuenta que encierra el mismo
podia ser 30 6 -30, y entonces p podia valer tanto 110 como 50.
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También observaban que el 80 juega un rol importante para buscar dos valores de p
que permitan ganar lo mismo, porque habian logrado “atrapar” que aquellos valores
de p que permiten ganar lo mismo son los que estan a igual distancia del 80.

Un alumno, al percibir que esos valores equidistaban del 80, dijo:
—£Ese 80 es como el 0 de la recta numérica, porque todos los niimeros tienen su opuesto,
menos el 0, por estar en el medio.

Algunos alumnos empleaban otras estrategias para buscar valores de p que tuvieran
la misma imagen; no tenian en cuenta el 80, sino que lo hacian a partir de algan par
de valores de p de los cuales ya sabian que tenian la misma imagen, “desplazandose”
las mismas unidades hacia la derecha de uno de ellos y hacia la izquierda del otro, o
viceversa.

Algunos alumnos también habian podido advertir que “los pares de precios por hora”
que permiten obtener la misma ganancia eran aquellos que sumaban 160, como 110
y 50; 90y 70; 56 y 104, y decian que 80 es la mitad de 160 y esta en el medio entre 0
y 160 y también va a estar en el medio de cualquier par de valores que sumen 160.

En cuanto a la pregunta de si se puede obtener una ganancia de 3.500, les resulté
sencillo contestar que era imposible, porque la ganancia maxima era 3.200. También
analizaron si se podia obtener ganancia 0, o ganancia negativa.

En el caso de la ganancia 0, que se obtiene cuando p = 120 o p = 40, interpretaban
que 40 era muy poco, y solo alcanzaba para cubrir los gastos, pero que 120 era dema-
siado, y entonces podria ser que hubiera pocos clientes dispuestos a pagar ese dinero
y, por lo tanto, el poco trabajo también permite nada mas que afrontar los gastos.

Luego, deducian que para obtener ganancia negativa habia que cobrar mas de 120 o
menos de 40, porque “basta con desplazarse hacia la derecha del 120 la misma canti-
dad que hacia la izquierda del 40 para obtener la misma ganancia” y el hecho de que
sea negativa significaba que no alcanzaba para cubrir los gastos.

Este problema resulté muy importante para comenzar con el trabajo de lectura de
informacion de la férmula cuadratica en su forma canénica, no solo por ser el primero
que exigia este tipo de trabajo, sino también porque se constituyé en un referente
para las actividades que se propondrian a continuacion.
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RELATO DE UNA PROFESORA SOBRE EL PROBLEMA 1 DEL CAPITULO 4

PRIMER MOMENTO

El primer momento de este relato remite al trabajo en el aula, en dos clases, en torno al
problema 3 del capitulo 4 (el problema del alambrado y la pared). Durante este trabajo
estuvo presente otra integrante de nuestro grupo.

En la primera clase, los chicos estuvieron trabajando en grupos. Nosotras fuimos pa-
sando por los grupos e interviniendo.

Todos los grupos encararon el problema probando con valores para los lados. El hecho
de pedir en la primera pregunta el valor del area para una dimensién dada de uno de
los lados los “invité” a seguir probando con otros valores para contestar la pregunta
b). Fueron armando tablas de valores con los resultados que iban obteniendo.

La visién de la tabla les “devolvié” que al aumentar el valor de x, el valor del area subia,
pero luego bajaba. La bisqueda les permitié encontrar valores diferentes de x en los
cuales la funcién area daba igual (esto se lograba para valores enteros, por ejemplo 40
y 45). Para muchos chicos estas ideas resultaban suficientes para afirmar que se trataba
de una cuadratica. Aceptado eso, el valor dénde se alcanzaba el maximo lo calculaban
como el punto medio entre dos valores “comparieros”.

A continuacion, presentamos dos fotos de carpetas de los chicos. En la primera se pue-
de apreciar la escritura personal de una estudiante que quiere explicitar como una de
las dimensiones del rectangulo depende de la otra. En la segunda foto, la estudiante
produjo una férmula, pero no se apoy6 en ella para concluir que se trataba de una
parabola. La férmula fue utilizada solamente para producir la tabla de valores.
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Para la mayoria de los chicos, estos valores calculados eran suficientes para dar res-
puesta a la pregunta b). Ellos no percibian ningin “agujero” en su razonamiento, ni
veian la necesidad de asegurarse, por ejemplo, de que efectivamente se tratara de una
funcién cuadratica.

Detengamonos un momento en la produccién del grupo de Y. Al acercarme, se pro-
duce el siguiente intercambio:

Alumno 1: Tomo 170 dividido 2, da 85. Ese es el lado largo. Luego, 85 dividido 2 da 42,5;
ese es el lado corto.

Yo: ;Pero por qué?

Alumno 1: No puedo justificarlo. No sé por qué. Me parece.

Yo: ;Y cdmo llegaste a eso?

Alumno 1: Puse valores y vi algunos que se repetian, entones...

Alumno 2: (interrumpiendo) Debe ser una pardbola, estoy haciendo el grdfico.

El alumno 2 tiene incorporada la herramienta del grafico cartesiano; en este caso, bus-
ca una confirmacién de que se trataba de una parébola.
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Mas adelante, este estudiante tampoco se conformé con el gréfico, y fue en busca de
una férmula para poder confirmar que se trataba de una parabola.

Después de esto, planteamos a todo el grupo la pregunta “;Cémo pueden estar se-
guros de que es una cuadratica?”. Estos chicos ya habian visto la funcién médulo, que
tiene las mismas caracteristicas de simetria que la parabola, con lo cual fue bastante
simple hacerlos dudar acerca de si efectivamente se trataba de una parabola, porque
también “Podria ser una funcién médulo u otra funcién en donde pase lo mismo”.

Esto desencadend la busqueda de una férmula para la variacién del area. La formula
vino entonces a ubicarse como herramienta para poder explicar, validar o justificar
algo que ya sabian. Si bien nosotros habiamos pensado el problema para instalar la
férmula como herramienta para resolver, este uso que aparecié en mi curso es diferen-
te y muy valioso para dotar de sentido a la herramienta algebraica.!

Veamos ahora en detalle el trabajo de un grupo mientras esta buscando una férmula.
Los que les ocurri6 a ellos se repitié en varios otros grupos. Ya habian calculado el valor
del area para varios valores de la variable; sin embargo, estan bastante detenidos en
la basqueda de una férmula. Me llaman.

Alumno: ;Cémo era eso de la formula? (varios escriben:) (x — xv)2 ...

Yo: No traten de acordarse: jpongan la formula que resulte del método de cdlculo que
estan usando! (Gestos de incomprension en los alumnos; no me entienden).

Yo: A ver, veamos en la tabla. Ustedes acd hicieron una cuenta para calcular el drea (sefa-
lo los distintos renglones de la tabla). ;Qué pasaria si ponemos x de partida? (les dejo
esa pregunta y me retiro del grupo).

Estos alumnos estaban buscando una forma para la férmula de una cuadratica que les
resultaba familiar, que es la forma canénica. Habian trabajado mucho el afio anterior!2
con esa forma y muy poquito este afio con otras expresiones de la férmula cuadrati-
ca. Ellos buscaban obtener, a partir de los datos del problema o de los calculos que
hicieron, los valores de los parametros que debian poner en la férmula. No se daban
cuenta de que si ya hubieran tenido esos valores —las coordenadas del vértice— per-
deria sentido la necesidad de construir una férmula para validar que corresponden al
valor maximo.

La eleccion de este problema estuvo guiada por el hecho de que anticipdbamos que
los alumnos producirian una férmula “factorizada” para la funcién area, basandose
en el célculo de la superficie del rectdngulo (base por altura). Queriamos explotar el
hecho de que en ese tipo de forma se puede leer cuéles son dos valores compafieros;

11 La historia escolar de estos chicos, los habitos que tienen, permitieron que aceptaran rapidamente involucrarse en
la basqueda de una férmula para validar o justificar un hecho al cual ya habian arribado. Es para reflexionar qué
trayecto deben haber recorrido como para que se acepte este tipo de tarea. Hay que pensar en la necesidad de
una construccién en el aula a largo plazo, de una intencionalidad docente sostenida con tareas y con discurso.

12 En esta escuela se trabaja en tercer afio con la expresiéon canénica de la funcién cuadratica y en cuarto con la ex-
presién desarrollada y la factorizada. Estos episodios relatados corresponden a un cuarto afio.
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para muchos chicos, la expresion factorizada era una expresion a la cual se le debia
realizar una transformacién para librarse de los paréntesis.

Veamos al respecto la produccién de un grupo en una carpeta y un pequefio dialogo
en torno a eso:

L}

=t

La férmula factorizada aparece como un paso intermedio para la obtencion de la dlti-
ma expresion. Me acerco.

Yo: Ustedes tienen aca dos formulas (sefialando la de arriba también, aunque en princi-
pio ellos no la habian considerado una verdadera férmula). ;Son equivalentes?
Alumnos: §i.

Yo: ;Cudl de las dos les sirve mds? (estaba implicita la tarea que habian encarado al
buscar la formula: dar una justificaciéon de por qué las medidas 85 y 42,5 daban un
rectangulo de area maxima).

Alumnos: Esta (sefialando la formula desarrollada).

Pareciera que para algunos estudiantes era necesario desarrollar ese paréntesis para
aceptar “legalmente” la férmula. Por otro lado, como la férmula venia solamente a
corroborar/justificar algo que ya tomaban por cierto, lo Gnico que buscaban algu-
nos alumnos era obtener una férmula cuadratica, para afirmar que se trataba de una
parébola. En ese sentido, la férmula sin paréntesis lo mostraba de una manera mas
concluyente: aparecia una x elevada al cuadrado.

Otra novedad que traia este problema es que se podia considerar como variable in-
dependiente de la situacion el lado “frente” a la pared o el lado del costado. Efectiva-
mente, hubo en el curso quienes consideraron uno y quienes consideraron otro.

En uno de los grupos, al acercarme, les pregunto cuél de los tres lados consideraron
gque media 30. Una estudiante afirma que es lo mismo, y otra estudiante del grupo
afirma que no. Finalmente, comprueban considerando 30 para el lateral o para el en-
frentado, y confirman que no da lo mismo. Este asunto de las dos modelizaciones dio
pie a un trabajo muy interesante en la segunda clase.

Un grupo de tres chicas considerd la medida del lado lateral como variable indepen-
diente y produjeron la escritura:
2
bx(170-2b)
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para calcular el area encerrada en funcién de la medida de uno de los lados laterales
(es el Gnico grupo que tomo esa medida como variable independiente). Ahora estéan
tratando de utilizarla para hallar el valor maximo. Las alumnas estan trabajando y me
muestran: 2a + b = 170.

Alumno 1: Tengo que lograr que los dos sean lo mds grandes posible, 85 y 85: a = 42,5;
b = 85.

Yo: Aja ;Y por qué serd?

Alumno 2: No sabemos bien.

Yo: ;Cémo llegaron?

Alumno 1: Usamos la férmula que hicimos antes. Es un polinomio.

Yo: ;De qué grado es?

Alumno 1: De grado 2.

Alumno 2: No, falta el cuadrado.

Alumno 1: No importa.

Yo: ;Y como llegaron a qué el mdximo era con 42,5 y 857

Alumno 2: No sé, nos parecié que tenian que ser lo mds grandes posible (se refiere a los
sumandos en la expresion 2a + b = 170, que habian puesto mas arriba).

No seguimos preguntando. Este procedimiento serd estudiado colectivamente en la
puesta en comun. Al terminar la primera clase, todos los grupos, excepto uno, habian
llegado a la férmula (170 — 2x) - x. No se hizo puesta en comun, que queddé para el
dia siguiente.

Para la segunda clase, pensé que debia organizar la puesta en comdn de forma de que
los chicos atendieran, a pesar de ya haber resuelto el problema. ;Qué aporte nuevo
puede traer la puesta en comin, para un chico que ya hizo el problema?

Decidi hacer pasar, en primer lugar, al Gnico grupo que habia trabajado con la férmula
x(85 - x/2), y me parece que con eso logré que los demas escucharan.

Las chicas plantean 2a + b = 170 y explican que al principio empezaron probando con
distintos ejemplos, haciendo a - b, y que se dieron cuenta que si a o b eran “chicos”,
el producto era chico. Entonces pensaron que el producto iba a ser lo mas grande
posible cuando 2a valiera 85 y b valiera 85.

Como les pedimos que justificaran esto y no podian, cambiaron de método y empeza-
ron a trabajar con las féormulas de area y perimetro hasta obtener la férmula:

(170-b\ p-(85-b \ p=85p- b2
( 2 ) ( 2) 2

que calcula el area del rectangulo en funcién del lado enfrentado a la pared.

Ellas, en el trabajo del dia anterior, habian anticipado que el gréfico de la funcién iba
a ser una parabola, “Porque se pedia el area maxima”, a lo cual les pregunté si no
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podria ser, por ejemplo, una funcién médulo. Cuando llegaron a la férmula, les sirvié
para justificar que era efectivamente una parabola, pero no la usaron para calcular
el vértice. Con la ayuda de algunos “compafieros” que ya habian encontrado antes,
calcularon las coordenadas del vértice de la parabola.

Parecia que todo estaba muy claro, pero cuando, a Gltimo momento, les pedi que
hicieran un gréfico aproximado de la funcién, dibujaron la parabola y, como valor en
el que el area es maxima, escribieron 42,5. Se inicié una discusion.

Después, pas6é un alumno de otro grupo, que trabajé con la férmula L (170 - 2L),
explicé su método de resolucién y la forma de hallar el vértice.

Notemos que con ambas resoluciones se obtiene el mismo valor de area maxima, pero
para distintos valores de la variable independiente.

En el pizarrén quedaron dos gréficos cartesianos, hechos con escalas diferentes y que
representaban las dos funciones que se pusieron en juego para modelizar.

Conversamos entre todos acerca de que cualquiera de las formulas sirve para resolver
el problema, y pregunté si las férmulas eran equivalentes. Hay algunas discusiones,
pero en general el consenso fue que si, “Porque sirven para calcular lo mismo: el area
del rectangulo encerrado por el alambrado y la pared”.

Una alumna, V, propuso, para comprobar si eran equivalentes, “igualar las formulas”.
Pasé al pizarrén y realizé su propuesta. Le pedimos que anticipara qué tendria que
suceder para poder afirmar que las férmulas eran equivalentes. V respondié que “Pasa
algo raro”, pero no se acordaba de qué. Se discutié colectivamente y los alumnos lle-
garon a la conclusién de que deberia dar 0 - x = 0, o bien 0 = 0.

La alumna V resolvié la ecuacion, llegé a x2 — % X; y preguntd si se podia pasar la x
dividiendo. Hubo un intercambio en torno a esto, ya que era nuevo para esta clase.
Otro alumno, J, dijo que no se podia tachar x “porque las ecuaciones de segundo gra-
do no se pueden despejar asi, pasando de término” (este chico venia de otra escuela
donde ya habian visto ecuacién de segundo grado). Finalmente, nosotros explicamos
que es posible simplificar la x siempre que se pueda asegurar que x es = 0. Ante la
complejidad de este procedimiento, propusimos otro camino:

Pasar todo de un lado y llegar a x2 — % x=0.

170

Sacar factor comudn para obtener x (x — %) = 0, cuyas soluciones son 0y -5 -

Los chicos entendieron, pero les parecia un poco raro todo. Se concluyé, al final, que
las raices de la ecuacién son 0 y % , con lo cual las férmulas no eran equivalentes.

Otra alumna, Y, dijo que en realidad ella habia probado con 40 en las dos férmulas y
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que no le habia dado el mismo resultado. Todo el mundo estuvo de acuerdo en que
no eran equivalentes las férmulas, aunque las dos servian.

A pesar del acuerdo, se oye la voz de V que dice: “Yo no entiendo bien qué es lo que
hice” (mostramos a continuacién el pizarron con su trabajo).

Con la intencién de que puedan dar un sentido a esos valores 0y 7 170 , |es pedimos que,
en un mismo sistema de ejes cartesianos, representaran las dos funciones. Entre todos,
pusimos en relacion el dibujo obtenido con la ecuacién que escribi6 V'y, con nuestra inter-
vencion, se pudo identificar que las raices que habian encontrado eran las x de los puntos
donde se cortan las parabolas. A algunos chicos, eso les caus6 asombro.

Nos hizo pensar en la necesidad de fortalecer la idea de ecuacién como modelo de la
interseccion de dos funciones, mas alla del tema de funcién cuadratica.

Qued6 pendiente para muchos la maniobra que se hizo para despejar la x. Efectiva-
mente, es una técnica que deberemos retomar.

Uno de los grupos coment6 que, antes de encontrar la formula, ya sabian que no
podia ser una funcién médulo, porque mirando en la tabla se veia “que los valores no
crecian o decrecian de manera uniforme”.

SEGUNDO MOMENTO
Quisiera ahora relatar un episodio que ocurri6 la primera vez que los chicos enfrenta-
ronuna férmula desarrollada.

Después de haber trabajado bastante tiempo con la forma canénica, comenzaron a
lidiar con otras escrituras e identificar diferentes informaciones. Por ejemplo, escrituras
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del tipo:y=—1_(x-4) (x + 2), 0 g(x) = (7x — 3) (x + 5), que permite leer los ceros,
0 aun expresiones del tipo: y = —% (x — 2)x + 4, novedosas para mi, por todo el tra-
bajo que permitieron desplegar.

También se trabajé con férmulas del tipo f(x) = x2 + 5x, que, simplemente con extraer
factor comun, se pueden llevar a la forma factorizada, para poder leer cuales son las
raices y hallar el vértice.

Para mi no habia nada demasiado novedoso en el tema, si el orden en la secuencia
de ejercicios. Lo que me llamé la atencion fue el trabajo con expresiones del tipo
y= (x—4) (x+ 2) + 3. En esta férmula podemos leer que tanto para 4 como para -2,
la ordenada es 3. Por lo tanto, tenemos un par de puntos simétricos de la parabola y
podemos calcular cual es su vértice. A estas formulas las llamamos “cuasifactorizadas”.

Detengamonos ahora en el momento en que enfrentamos a los alumnos por primera
vez con laforma polinémica o desarrollada. Les presentamos laférmulay=x2 + 16x + 66,
y les pedimos que hicieran el gréafico. Elegimos esta formula porque al tener el vértice
en (-8; 2), es probable que hacer la tabla de valores no alcanzara para resolver la tarea
propuesta.

La idea que habiamos trabajado en nuestro grupo era la siguiente: era muy probable
que los chicos reconocieran en la formula que la ordenada al origen es 66 y enton-
ces, a partir de alli, podiamos pedirles que calcularan el otro valor de x cuya imagen
también fuera 66 (lo que llamamos “el compafiero del 0”). Planteando entonces la
ecuacion x2 + 16 x + 66 = 66, llegarian a x2 + 16x = 0 que podrian resolver extrayendo
factor comun (ya lo habian visto en ejercicios anteriores).

Resultaria entonces que para x = 0y x =16, la ordenada es 66. Ya tenemos un par de
puntos simétricos de la parabola, el eje de simetria esta entonces en x = —-8. Reempla-
zando en la férmula, obtenemos la ordenada del vértice.

Lo que ocurrié en las aulas fue un poco distinto: Cuando les di la férmula de la parabo-
la a graficar, los chicos (en las dos divisiones en que lo probé), lo primero que hicieron
fue sacar factor comun x de los dos primeros términos:

y =x2 + 16x + 66

Ahi me di cuenta de que estabamos en presencia de la cuasifactorizada, y de que sim-
plemente leyendo en la férmula, concluian que para O y para —16 la ordenada es 66.
Con estos datos, calculaban el vértice. jCuantas veces los chicos habran sacado factor
comun x de los dos primeros términos, y yo les decia que no servia para nada!
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RELATOS DE UNA PROFESORA SOBRE UN MOMENTO DE TRABAJO CON
PROBLEMAS DEL CAPITULO 4

Relato de clase

Para las siguientes funciones, decir si tienen mdaximo o minimo, hallar el compafiero del
0, hallar el vértice y hacer un grdfico aproximado de cada una.

a) y=x2+6x+12
b) y=x2+ 16x+ 66

Para los chicos, decir si las funciones tienen maximo o minimo ya no resulta ninguna
dificultad, porque dicen que depende del signo del término cuadratico. Si es positivo
la concavidad es positiva, y si es negativo la concavidad es negativa.

El problema apareci6é cuando tenian que buscar el compariero del 0. Los chicos tra-
bajan en grupo. Pero un alumno no se junta con nadie. Tiene profesor particular,
que no tiene la menor idea de lo que estamos haciendo. Al chico le resulta un poco
complicado lo que propongo, pero tiene buena voluntad y quiere hacerlo como sus
companieros. Me acerqué a él.

Escribe en su hoja (0; 0), y se queda ahi. Se establece el siguiente didlogo:
Yo: ;Qué significa (0; 0)?

Alumno: Es uno de los ceros de la funcion.

Yo: ;Cémo sabés?

Alumno: (expresando muchas dudas) Porque dice el problema encontrar el compariero
del 0.

Yo: ;Qué significa encontrar el compariero del 07 (Silencio.) ;Qué significa “comparie-
ros”? (Silencio.) Busca una parabola y marca comparieros.
Alumno: 0 y 85,5 (se fija en la pardbola de la huerta).

Yo: ;Por qué decis que son comparieros?

Alumno: Porque estdn a la misma distancia del eje de simetria.
Yo: ;Son los tinicos comparieros?

Alumno: No.

Yo: Seriala otros comparieros.

Alumno: Son puntos que estdn a la misma altura respecto de'y.
Yo: ;Quiénes son comparieros?

Alumno: 2 nimeros de x.

Yo: Entonces, ;qué significa encontrar al compariero del 07

Alumno: Un punto que esté a la misma distancia del eje de simetria que el 0 y que esté
a la misma altura respecto del ejey.

Yo: ;Qué tenés que calcular primero, entonces?

Alumno: Lay del 0.

Yo: ;Cudl es?

Alumno: 72.

Yo: Escribilo.
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(Escribe: Cuandox =0, y=12.)

Yo: ;Cémo hacés para encontrar al compariero? (El alumno anota y = x (x + 6) + 12.)
Alumno: Es -6.

Yo: ;Por qué?

Alumno: Porque cuando x = -6, y = 12.

A partir de alli, ubicé los dos puntos en el gréfico, encontré el eje y el vértice. Este
episodio me confirma la necesidad de establecer didlogos individuales para poder
comprender la manera de pensar de los alumnos.

Ahora, quisiera relatar un pequefio didlogo con otro alumno a quien en general, le

cuesta sostener sus argumentos. El hizo:
a) y=x2+ 16x + 66
b) y=x(x+16) + 66

Escribi6 entonces: Cuando x = 0, y = 66, y dijo: “Tengo que encontrar otro valor de x que
haga que 'y sea 66.”

66=x(x+16)+660=x(x+16)

Y dijo: Es-16 y 0.

Yo intento proponerle otra manera de abordar el problema:

Yo: Lo que hiciste esta perfecto. Ahora te quiero preguntar algo: ;era imprescindible plan-
tear una ecuacién para encontrar el compariero del 0?7

Alumno: No, me podria haber fijado en y = x(x + 16) + 66. Eran los dos valores de x que
hacen que el primer término valga 0.

Esta forma de trabajar, llevando la férmula a una forma cuasifactorizada, y luego le-
yendo alli toda la informacién necesaria, fue espontaneamente desplegada por los
alumnos de otra compafiera del grupo. Estos hechos se relataron en el punto 2 de
este anexo. Yo me habia enterado de esto en las reuniones, y me pareci6é importante
llevarlo a mi aula.

Reflexiones acerca del trabajo de mis alumnos

Los chicos han trabajado tanto y tan bien con la férmula cuasi-canénica, y han trabaja-
do tanto con la equivalencia de expresiones algebraicas, que han resuelto los primeros
ejercicios de esta parte sin dificultad. Una de las ideas mas potentes para los chicos es
la de “comparfieros”. Los encuentran de distintas maneras. A partir de ellos, encuen-
tran el eje de simetria y luego el vértice.

Respecto del problema de la huerta (problema 3 del capitulo 4), me he sorprendido
grande y gratamente. Los chicos abordaron el problema sin mayores dificultades. Pue-
den “ver”, se dan cuenta de muchas cosas. Por ejemplo:

Si consideran que el lado de 30 m es el lado paralelo a la pared, es distinto que si fue-
ran los otros lados los que miden 30 m. Calcularon el drea para ambos casos.

Cuando les pregunté si las dos formulas son equivalentes, dijeron “No, pero con am-
bas puedo calcular el area, y con las dos deberiamos llegar al mismo resultado”.

G.C.B.A.  Ministerio de Educacidn ¢ Direccién General de Planeamiento e Innovacién Educativa ® Gerencia Operativa de Curriculum



101

Calcularon el area maxima y respondieron cuanto deben medir los lados de la huerta.

Cuando les pregunté cual es la representacién grafica de ambas ecuaciones, dijeron que
la parébola, porque si se aplica la propiedad distributiva, x queda elevada al cuadrado.

Cuando representaron las dos parabolas, conjeturaron sobre el punto de interseccién.
Una de las hipdtesis que tenian es que era el cuadrado.

Pero todas estas consideraciones no se aplican por igual a todos los alumnos. Son sola-
mente algunos los que se dan cuenta. Tampoco son cuestiones comprendidas totalmente,
ni siquiera por quienes las plantean. Es aqui donde me resultaron de mucha ayuda las in-
tervenciones de otra docente del grupo presente en la clase. En una oportunidad en que
habiamos pedido explicaciones, las respuestas de los chicos no eran claras. Mi compariera
intervino, proponiendo que consensuaran las respuestas primero entre ellos. Esto sirvié
para que aclararan sus ideas y se sintieran mas seguros. Cuando las explicaban nuevamen-
te a toda la clase, lograban expresarse con mucha mayor claridad.

Me parece muy dificil que, en un curso, el 100% de los chicos comprenda todo. Creo
que hay cuestiones personales que influyen para que esto suceda o no. Por ejemplo,
el compromiso de cada uno con su propio aprendizaje. Me pregunto cémo podemos
hacer, desde la ensefianza, para que todos se comprometan.

Pero, seguro, lo que yo estoy experimentando como algo nuevo para mi es que son
muchos mas que antes los que comprenden y pueden explicar un concepto. Lo que
para mi era una utopia, esto de “hacer matematica” en el aula, que los chicos sean
productores de conocimiento, esto se hace realidad, puede ser realidad.

Estoy leyendo un libro de Patricia Sadovsky. Ella habla de la tarea docente y su
responsabilidad para la clase; también habla de la responsabilidad del alumno en su
propio aprendizaje; pero también remarca la importancia del intercambio entre do-
cente y alumno y de alumnos entre si.

La responsabilidad del docente y la responsabilidad del alumno yo la tenia clara. La im-
portancia del intercambio entre docente y alumno la sabia, pero no tenia claro cémo
hacerlo, “hasta donde” debia preguntar. Estas clases y los encuentros de los lunes, las
lecturas, me estan ayudando mucho. Pero no me resulta facil.

Lo que menos tenia en cuenta es el intercambio entre alumnos, y es algo que ahora
veo como sumamente importante. Para lo que me resta trabajar, cuento con la exce-
lente disponibilidad de los chicos y todo lo que han construido hasta ahora. Espero y
deseo que mi gestién favorezca a hacerlo de la mejor manera.
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OBJETIVOS GENERALES DE LA PROPUESTA

Utilizar parametros en la definicién de una funcién cuadratica para representar gréfica-
mente familias de parabolas definidas a partir de caracteristicas comunes:

e Analizar lo invariante entre diferentes parabolas que cumplen cierta condicion.

e Identificar en la estructura de una férmula qué es invariante y qué no, a partir de las
condiciones de los problemas.

e Usar parametros para representar lo invariante de una familia de funciones median-
te una férmula.

¢ Analizar cémo incide la variacién de parametros en la parabola, y resignificar el rol
de los parametros en la férmula a partir de los cambios en la parabola.

e Aprovechar las herramientas del programa Geogebra para profundizar estas ideas.

e Comprender conceptual y operativamente los comandos del programa Geogebra
para la resolucion de problemas asociados al estudio de la funcién cuadratica.

El programa habilita una muy interesante forma de exploracion y el planteo de con-
jeturas que en parte se apoyan en lo visual, facilitando las representaciones. Por un
lado, permite el abordaje de problemas mas complejos que cuando solo se dispone de
papel y lapiz. Por otro, puede dificultar algunos aspectos del trabajo matematico que
se pretende instalar en las aulas, en cuanto a que la certeza acerca de una conjetura
(porque se ve) puede ir en desmedro de la necesidad de validacion. Sera entonces
tarea del docente promover la busqueda de argumentos que trasciendan lo visual o lo
intuitivo, lograr que los alumnos distingan entre una conjetura y un enunciado valida-
do por medio de propiedades de los objetos puestos en juego o por las condiciones
del problema. El foco no estaria tanto en estar seguros o convencidos de que una
afirmacion es verdadera o no, sino en buscar las razones de por qué lo es. El programa
puede ser usado también como herramienta de calculo, por ejemplo, para evaluar
funciones.

Las actividades 1 y 2 tienen como objetivo dar sentido a la parametrizaciéon de las
formas canénica y cuasi-canénica de las funciones.

Las actividades 3 y 4 buscan poner en relacién cambios de valores en la formula de
funciones cuadraticas con traslaciones de sus graficas, en particular corrimiento verti-

cal y horizontal.

Las actividades 5, 6 y 7 trabajan con las formas factorizada y cuasi-factorizada.
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AcCTIVIDAD 1

Cambia algo de la formula para que quede otra parabola con el mismo
vértice. ;Cuantas podrias encontrar?

(Tipear en el campo de entrada de software, ubicado al pie de la pantalla, la defini-
cion de la funcion:)

El punto (7; 1) esta fijo, no se puede mover. Se define en Objetos libres
el software a partir de las “Propiedades” de un objeto a las f(x)=2(x-7)2 +1
cuales se accede a través del menu contextual (haciendo Objetos dependientes

clic sobre el objeto con el botén derecho del mouse).

v Veshs Algateacs

Funzsén > 1t {
3 fx) = 2 (=T +1 | |

& Punis < \ /
/

a {

f

Los objetivos del punto 1 son:

e Parametrizar el coeficiente principal a en la forma canénica.

e Analizar la forma en que incide la variacion del coeficiente principal de la férmula en
la parabola (notemos que variando el coeficiente principal en una forma canénica
se conserva el vértice, mientras que en la forma desarrollada o la factorizada, no).

¢ Familiarizarse con el programa Geogebra.

El trabajo previo realizado con los alumnos permitiria identificar en la forma canénica
cudles nimeros corresponden a las coordenadas del vértice.

Los alumnos pueden cambiar facilmente los ndmeros 2, 7 y 1y registrar el efecto de
estos cambios. Se espera que muchos cambien directamente solo el 2. Es probable
también que algunos jueguen con los tres ndmeros; esta situacion habilitaria a revisar
las coordenadas del vértice en la forma candnica. Se sugiere que lleven un registro en
papel de las distintas funciones que van produciendo, para poder luego compartirlas
con el grupo.

La posibilidad que ofrece el programa de graficar instantaneamente la funcién al ser
modificada su férmula permite la exploracién de posibles valores y el control de los

mismos.
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Al mismo tiempo, el software legitima de algdn modo que esos son los gréficos co-
rrectos.

En su exploracion, los alumnos pueden llegar a cambiar alguno de los nidmeros que
establecen el vértice de la parabola. Por eso el punto (7; 1), vértice de la parabola y
representado en la ventana gréfica, esta definido independientemente de la parabola
y es inamovible (fijo), con la intencién de que los alumnos lo sigan teniendo de refe-
rencia al cambiar en la formula alguno de los dos valores que lo determinan.

Luego de una etapa de exploracion, el docente puede anotar en el pizarrén las dife-
rentes formulas propuestas por los alumnos para favorecer que el grupo identifique
qué es invariante y qué no.

El docente puede plantear a la clase preguntas como: “;Cémo podemos escribir todas
estas parabolas?”; “;Qué es lo que tienen en comin?”; “;Qué podemos cambiar en la

férmula y qué no?”.

"

Los alumnos podrian intentar diferentes escrituras de esta familia de férmulas; por
ejemplo:

Cualquier nimero multiplicado por (x — 7)2 + 1

- (x=7)2+1
X-(x=7)2+1
n-(x-7)2+1
a-(x-7)2+1

En el lugar del coeficiente principal podrian proponer dejar un espacio para com-
pletar con cualquier nimero o bien recurrir a una letra. Dada la frecuencia de
su uso y al papel que cominmente cumple como variable, los alumnos pueden
apelar a la letra x para parametrizar el coeficiente principal. Habra que discutir la
ambigiiedad que resultaria de indicar con la misma letra dos variables que pueden
tomar valores de manera independiente. Si algin chico supusiera que se trata de
la misma variable, se puede proponer que ingresen x - (x — 7)2 + 1 en el campo
de entrada del software, para que comprueben que la resultante no es la parabola
que ellos esperan.

Por otro lado, es necesario informar que Geogebra funciona con las escrituras con-
vencionales: la denominacién x queda reservada para la variable independiente, y la
denominacién y, para la variable dependiente. Se podran emplear las otras letras para
designar parametros que definen conjuntos de funciones.

Puede concluirse que: “Para conservar el vértice, lo Unico que puede cambiarse es el co-
eficiente principal; cualquier valor que elijamos define una parabola con vértice (7, 1).”

Puede ser que no surja el caso donde a es cero; si es asi, esto podra ser tratado al final
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de este punto 1, después de que se les haya indicado a los alumnos cémo cambiar
“continuamente” el valor del parametro.

“Todas las parabolas con vértice (7, 1) son los gréficos de las funciones:
f(x)=a-(x-7)2+ 1, donde a puede ser cualquier nimero.”

Es tarea del docente explicar cémo se introduce el parametro en el programa y cémo
se va cambiando su valor.

Sien la barra de entrada de férmulas se introduce cualquier niimero, el pro-
grama lo interpretard como un pardmetro, y le asignard una letra (por de-
fecto, la letra a, si no estuviera ya en uso, como en este caso). Para crear un
pardmetro de nombre a también se puede ingresar a = ndmero elegido.

Una vez definido el parametro, haciendo “doble clic” con el botén izquierdo
del mouse sobre la formula de la funcién f(x) en la ventana algebraica, que-
da habilitada la posibilidad de modificar la funcién, parametrizandola como
“f(x) = a(x —7)2 + 1" en términos de a.

La funcién queda ahora definida en el programa como un objeto dependien-
te, ya que la misma depende del valor del parametro. Es interesante discutir
con los alumnos qué significa esta dependencia.

La funcién puede introducirse como objeto libre o como objeto dependiente.
Como objeto libre (ingresando su definicion sin uso de pardmetros), la fun-
cion puede modificarse, ya sea con el doble clic sobre la formula en la venta-
na algebraica o simplemente desde la ventana grdfica arrastrando el grafico
(el programa recalcula las diferentes formulas a medida que se modifica la
posicion de la funcion).

En el caso de ingresarla como objeto dependiente del pardmetro, la unica
manera de modificar a la funcién es cambiar el valor del parametro.

El valor del pardmetro se puede cambiar con las flechas del teclado, o ha-
ciendo doble clic sobre el mismo en la ventana algebraica e introduciendo el
valor deseado.

El parametro también puede visualizarse como “deslizador” en la ventana grd-
fica, seleccionando “muestra objeto”, luego de hacer clic con el botén derecho
sobre el pardmetro en la ventana algebraica o haciendo clic con el botén izquier-
do, en la misma ventana, sobre el circulo que estd a su izquierda.

Hay un conjunto de parabolas con un vértice en comun, es decir, una familia de pa-

rabolas que tienen el mismo vértice. El uso del parametro permite atrapar todas las
parabolas de la familia en una sola escritura.
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Al recorrer todos los valores posibles del parametro, van quedando representadas en la
ventana grafica —de a una por vez— las parabolas que tienen el mismo vértice, siendo
este el invariante, lo que tienen en comun estas parabolas.

El docente puede proponer a sus alumnos que analicen qué pasa cuando a = 0, tanto

en el grafico como en la féormula, y concluir que resulta una recta horizontal de fér-

mula y = 1. En relacién con la familia de funciones f(x) =a - (x = 7)2 + 1, en la ventana

grafica puede observarse que:

* Mientras se le asignen valores positivos a a, la pardbola “es hacia arriba”, y con
valores negativos, “es hacia abajo”.

e Al aumentar el valor absoluto del parametro a, la parabola se cierra y, al disminuirlo,
se abre.

¢ Para el valor cero de a queda una recta horizontal, y deja de ser una funcién cuadrética.

Como producto del trabajo en la pagina de Geogebra ha quedado la férmula parame-
trizadaf(x)=a-(x-7)2+1.

ACTIVIDAD 2

Cambia algo de la formula para que quede una parabola con otro vértice
pero que mantenga el eje de simetria. ;Cuantas podrias encontrar?

Los objetivos del punto 2 son:

e Parametrizar la coordenada y del vértice.

e Analizar cémo incide la variacién de la coordenada y del vértice (pardmetro c) en
la parabola.

En este caso, tenemos dos grados de libertad, ya que la coordenada y del vértice pue-
de ser cualquiera, y el coeficiente principal también.

La funcién ya esta parametrizada como f(x) = a(x — 7)2 + 1, a partir del punto anterior.
En el programa, el parametro a siempre tiene asignado un valor, y expone, en la ven-
tana algebraica, la férmula de la funcién que queda por él determinada.

Ya se habian identificado las coordenadas del vértice en la forma candnica en las acti-
vidades previas, y en particular se trat6 en el punto anterior.

En su exploracién los alumnos pueden llegar a cambiar el niUmero que establece el eje
de simetria. Se sugiere que lleven un registro en papel de las distintas funciones que
van generando para compartir luego con el grupo.

El docente puede anotar las diferentes funciones propuestas por los alumnos en el
pizarrén para que el grupo identifique qué es invariante y qué no.
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Una vez que los alumnos jugaron un poco variando los valores, se pueden plantear
"

u : 5 ibi a 2" ué u
reguntas como: “;Como podemos escribir todas estas parabolas?”; “;Qué es lo que
tienen en comin?”, “;Qué podemos cambiar en la formula y qué no?”.

En la discusién colectiva, puede llegarse a escribir:
f(x) = a(x — 7)2 + 3, f(x) = a(x — 7)2 + 4, etcétera.
f(x) = a(x — 7)2 + cualquier nimero
fix)y=a(x-7)2+a

fix)=a(x-7)2+b

Si bien ya se trat6 el asunto sobre la eleccién de las letras, el hecho de tener dos grados
de libertad puede presentar nuevas cuestiones para ser trabajadas.

El alumno que propone f(x) = a(x — 7)2 + a puede llegar a tener suficiente control
sobre la expresién como para diferenciar perfectamente “las dos letras a” que estan
en juego y que representan cosas distintas, ;como estoy describiendo esta familia de
funciones para los demas?; ;queda expresado que el coeficiente principal y la coorde-
nada y del vértice pueden tomar cualquier valor en forma independiente, como en los
ejemplos?; ;qué pasa si se ingresa f(x) = a(x — 7)2 + a, en Geogebra? (se obtiene una
subfamilia de parabolas que sirven, pero no son todas).

Es interesante preguntar sobre la variacion del vértice al variar los parametros. Los dife-
rentes vértices se pueden expresar, como los pares (7; b), siendo b cualquier nGmero.
Puede concluirse que: “Para conservar el eje de simetria, pueden cambiarse la coorde-
nada y del vértice y el coeficiente principal; cualquier par de valores que elijamos para
esos dos parametros define una parabola con eje de simetria x = 7.”

“Todas las parabolas con eje de simetria x = 7 son los graficos de las funciones de
férmula f(x) = a - (x — 7)2 + b, donde a es cualquier nimero diferente de cero, y b,
cualquier nimero.”

El docente puede sefialar que hay dos tipos de letras en la formula que caracteriza la
familia de funciones con el mismo eje de simetria: la x que corresponde a la variable
independiente de cada funcion y las otras letras que corresponden a los pardmetros
que provocan cambios en la forma de la grafica. En Geogebra, la x se reserva para la
variable independiente. El hecho de que un parametro tenga que tener algin valor
asignado da cuenta de esta diferencia.

A continuacién, el docente solicita a los alumnos que ingresen el pardmetro b en el
programa.

De forma andloga, puede definirse un nuevo pardmetro b introduciendo un
valor cualquiera en la ventana algebraica (por defecto, el programa le asig-
nard esta letra al pardmetro, ya que la letra a ya estd en uso).
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Como ahora la funcién f(x) es un objeto dependiente (del pardmetro a), al
hacer doble clic con el botén izquierdo del mouse sobre la férmula de la fun-
cién en la ventana algebraica se abre una ventana diferente al primer punto,
donde queda habilitada la posibilidad de redefinirla.

Queda entonces parametrizada la funcién con dos pardmetros, es decir con dos grados de
libertad: hay libertad de eleccion de los valores de los dos parametros en forma independien-
te. Al modificar los valores de los mismos recorremos todas las funciones que cumplen con
la condicién del punto 2 (conservar el eje de simetria), que al ser mas débil que la primera
(conservar el vértice) define una familia de funciones que incluye estrictamente a la anterior.

En la ventana grafica puede observarse que:
e El parametro a sigue cumpliendo la misma funcién que antes (abre y cierra la para-
bola, queda “hacia arriba” y “hacia abajo”).

e El parametro b (que representa al término independiente) sube y baja la parabola
sin cambiar su forma.

ACTIVIDAD 3

Cambia algo de la formula para que quede otra funcion cuadratica con
el 4 como minimo valor. jCuantas podrias encontrar?

(Tipear en el campo de entrada:) a=1

f(x)=a (x+9)"2+4

¥ actridadl. ggb [ ]
Mrchive Edita Vista Opdones Hemamientas Vendanas Ayuda

Objetos Libres
4 Hx) = (7= - 3)°
Objetos Lependientes

Enfrads: &

Los objetivos del punto 3 son:
* Parametrizar la coordenada x del vértice.
e Analizar cémo incide la variacién de la coordenada x del vértice en la parabola.
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La situacion es similar a la del punto 2: tenemos dos grados de libertad, ya que la coor-
denada x del vértice puede ser cualquiera, y el coeficiente principal también, excepto
que ahora este Ultimo no puede tomar valores negativos.

En el programa, la funcién ya esta parametrizada como f(x) = a(x + 9)2 + 4.

El pardmetro a siempre tiene asignado un valor; el programa expone, en la venta-
na algebraica, la formula de la funcion que queda por él determinada (esto debe
ser explicitado por el docente para que quede claro y se entienda el problema).

Como la funcién tiene la forma f(x) = a (x + 9)2 + 4, y dentro del cuadrado hay una suma
en lugar de una resta, al reemplazar el 9 por otros valores, el valor introducido no sera
directamente el x del vértice, sino su opuesto. Si este hecho no es considerado en esta
instancia para reescribir la férmula en términos de una resta dentro del cuadrado, el para-
metro tendra un sentido distinto del usual.

Puede concluirse que:

“Para conservar el valor minimo puede cambiarse la coordenada x del vértice por cual-
quier valor y el coeficiente principal por cualquier valor positivo. Todo par de valores que
elijamos de esta manera para estos parametros define una funcién con valor minimo 4.”

Si el docente lo propone, los alumnos pueden presentar una escritura para esta nueva
familia de paréabolas: f(x) = a(x + b)2 + 4, con b cualquier nimero, y a positivo. Para
que la funcion alcance el minimo, los valores del parametro a deben ser siempre po-
sitivos. Esto puede definirse en el programa entrando en las propiedades del objeto
mediante el boton derecho del mouse sobre el parametro en la ventana algebraica, y
definiendo el minimo y el maximo valor del mismo en la pestafia “deslizador”.

Se puede preguntar si las dos parametrizaciones siguientes describen la misma familia
de parabolas:

f(x) = a(x + b)2 + 4, con b cualquier nimero y a positivo; y

f(x) = a(x — b)2 + 4, con b cualquier nUmero y a positivo.

(La conclusién es que si.)
De manera similar a las anteriores, parametrizamos la funcién en el programa y va-
riamos el valor de los pardmetros. A partir de lo que puede observarse en la ventana

grafica, se puede concluir que:

El parametro a sigue cumpliendo la misma funcién que antes (abre y cierra la parabo-
la, y siempre queda “hacia arriba”, ya que sus valores son siempre positivos).

En la segunda parametrizacién (con x — b), el parametro b corre a la parabola hacia la
izquierda al disminuir su valor y hacia la derecha al aumentar su valor, ya que b es el
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“x del vértice”; en la primera parametrizacion (con x + b) es exactamente al revés, ya
que b es “el x del vértice” cambiado de signo.

Actividad 4

Cambia algo de la férmula para que haya un maximo en 4.

Partiendo de la actividad anterior y del trabajo con otros problemas presentados en
este documento, los alumnos podran concluir que para que la funcién alcance el
maximo, los valores del pardmetro a deben ser siempre negativos.

En la ventana grafica puede observarse que:

e El parametro a sigue cumpliendo la misma funcién que antes (abre y cierra la pa-
rabola, y siempre queda “hacia abajo”, ya que los valores son siempre negativos).

e El parametro b sigue cumpliendo la misma funcién que antes (corre la parabola ha-
cia la izquierda y hacia la derecha).

ACTIVIDAD 5

La férmula de la funcion se da ahora en forma cuasi-canoénica, y se

trata de estudiar, como antes, la influencia de los diferentes parametros.
Cambia algo de la formula para que quede una parabola con otro vértice
pero que mantenga el eje de simetria. ;Cuantas podrias encontrar?

(Tipear en el campo de entrada:)

Obijetos libres
f(x) = (2x - 3)2
Objetos dependientes

€2 actuidadi ogb F=mE=n )

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Bt
~ Vista Algebraica ~ Vista Grafica
=B~ Ll
= Objetos Libres f

P f(x) =2 (x—71+1
# Objetos Dependientes

Emrada.iwww - - - i@
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Se trata de que los alumnos coordinen la forma de la férmula con algunas caracteris-
ticas del gréfico; por ejemplo, que la pardbola tenga su vértice sobre el eje de las x se
debe a que no hay un niimero sumando por fuera del cuadrado. Para no modificar el eje
de simetria, podran sumar diferentes valores a la férmula o también multiplicarla por
cualquier nimero.

Una parabola puede admitir muchas escrituras en forma cuasi-candénica, siempre que los
parametros que aqui tienen valores 2 y 3 se modifiquen coordinadamente. Por esta razon,
se puede explorar cémo conservar el eje de simetria cambiando ambos ndmeros.

Haciendo solamente las variaciones anteriores, se obtienen parabolas céncavas hacia
arriba. Para obtenerlas a todas habria que agregar por lo menos un signo menos. Si
esto no aparecié antes, se propone la actividad 2-2.

Actividad 6

Cambia algo de la formula para que quede otra parabola con el 4
como maximo valor. ;Cudantas podrias encontrar?

Obijetos libres
fx)=(2x-3)2+4
Objetos dependientes

7 actividadl.ggb [E=8 B x|
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
&) e
NN EENEER
5] ) &) h £ E) -. Y- ]
~ Vista Algebraica ~ Vista Grafica
El|E- LE
= Objetos Libres 3
@ f(x) = (2x—3)* +4 8
i Objetos Dependientes
74
aq
54
P 4
a]
2]
1
0
& 5 4 3 2 1 o 1 3 3 ) 5 [} 7 []
11
Entrada;| @
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ACTIVIDAD 7

El punto A pertenece a la grafica de la funcion f, y la longitud del seg-
mento vertical AB es 3.

(Tipear en el campo de entrada:)

Obijetos libres
f(x)=0,3(x-2)2+1
A=(4.23,249)

Objetos dependientes

AB=3

r:x=4.23

Objetos auxiliares (ocultos)

B = A + (0,3) con traza activada

En Geogebra, al definirse la pardbola como un objeto fijo, esta no puede modificarse de
ninguna manera.

Seleccionado el punto A en la ventana grafica y moviendo el mouse, este se desplaza

sobre la parabola. Al mismo tiempo se mueven el segmento vertical y el punto B, que
dependen de A.

Estando activada la opcion “Traza”, al desplazar el punto A, el punto B va dejando un
“rastro”. De esta forma, se observa la curva que describe el punto B al desplazarse A.

2 setividadt.gob =1 EcH ]
Archive Edita Vista Opcianes Hesrmientss Vonlma Apda
T = I R llad
N B BN ol =l N = e
Y B Z4 8% 1= (o] [5/ PAN T = B 0o
- Vi Algubraica (2] | = ista Grafica &
=l I
Objetos L!I:II'EB f
3 fix) = (2x—=3) +4 L
Objedos Dependientes
L)
L]
]
4
2
2
L]
” ] ; o T H ] 3 5 a 3 W @
Entaug = i i |

Se trata de estudiar cémo incide en la parabola sumar o restar un ndmero a una fun-
cién cuadratica (desplazamiento vertical).
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Actividad 8

Al mover el punto A por la parabola, el software va marcando los pun-
tos B correspondientes. Estos puntos “recorren” una curva. ;Se junta
esta curva en algin momento con la parabola?

Partimos de la hipétesis de que, desde lo visual, a los alumnos les parecera que las
dos curvas “se van acercando” y pensaran que “van a juntarse o cruzarse en algin
momento”. El docente puede pedirles entonces que encuentren el o los puntos
donde se juntan o se cruzan.

Traza del punto
B al mover el
punto A.

g
\ 7]
\
5
]
:
2
1
:
:
1

Segln vaya surgiendo la necesidad, el docente puede explicar el uso de varias herra-
mientas que ofrece el programa para este tipo de exploracion:

e desplazarse por la zona gréfica;

¢ utilizar el cambio de escala.

Para cambiar la escala, se puede ubicar el cursor en la ventana grafica y mover “la
ruedita” del mouse. Se vuelve a la escala original seleccionando “Vista estandar” del
menu contextual (opcién que aparece al cliquear el botén derecho del mouse sobre
una zona vacia de la ventana grafica).

Observando la traza del punto B, aun cuando se utilice el desplazamiento o la visuali-
zacion en distintas escalas, no puede decidirse si las curvas se juntaran o no. Se hace
necesario buscar una validaciéon de otro tipo. Llegada esta instancia, los alumnos pue-
den no tener recursos para seguir avanzando; en este momento, el docente les pedira
que investiguen si esta sequnda curva es una parabola o no.

Una posibilidad es que, al suponer que si es una parabola, los alumnos se apoyen en que
el vértice es el punto (2; 4) y busquen una férmula. Podrian partir ingresando la formula
g(x) = (x — 2)2 + 4, sin preocuparse por la “abertura” de la parabola, y luego ir ajustando el
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coeficiente principal para que la grafica se superponga con la traza del punto B. También
podria ocurrir que algunos alumnos propusieran directamente el 0,3 como coeficiente
principal, tomando en cuenta la formula de f(x).

Observaciones:

* La coma del nimero decimal debe ingresarse como punto.

¢ El exponente puede ingresarse como "2 o seleccionando 2 en la barra de funciones
preestablecidas, al lado de la barra de férmulas.

e Alingresar 0.3 (x — 2)2 + 4, el programa le asigna un nombre a la funcion; en este
caso, g(x).

Otros alumnos podrian llegar a darse cuenta de que la nueva curva es la misma para-
bola desplazada hacia arriba tres unidades, producto de la longitud del segmento que
define al punto B, sin necesidad de buscar una férmula.

Algunos podrian reconocer, a partir de esto, que las dos curvas no se cortaran nunca,
y otros quiza no relacionen estos dos hechos y solo puedan llegar a la conclusién de
que es otra parabola.

El docente puede analizar y precisar con ellos qué significa que las parabolas se junten:
que para un mismo valor de x se obtiene el mismo valor de y en las dos curvas.

En la discusién colectiva, el docente puede aprovechar para relacionar las férmulas
f(x) =0.3(x - 2)2+ 1y g(x) = 0.3(x — 2)2+ 4, por un lado, y el corrimiento de la pa-
rabola por el otro. Se puede analizar que no solo el vértice se desplaza tres unidades
hacia arriba, sino cada uno de los puntos del gréfico de f(x). El docente puede escribir:

g(x) =03(x-2)2+1+3

y reformularlo como:
g(x) =f(x) +3

Se puede interpretar que para cualquier valor de la variable x, f(x) vale siempre tres
unidades mas que g(x), lo que se refleja en la imposibilidad de que se corten sus gra-
ficas, a pesar de que desde lo visual pueda parecer que si.

1. Dibujar una parabola que se ubique entre las dos que ya estan graficadas. ;Cuantas hay?

2. Dibujar una parabola que quede por arriba de las dos que ya estan graficadas. ;Cuantas hay?

3. Dibujar una parabola que quede por debajo de las dos graficadas, y que no se corte con
ninguna de ellas. ;Cuantas hay?

Una respuesta esperada es que se sume un ndmero a la férmula de f(x), dependiendo
del item. La pregunta sobre la cantidad de soluciones permite analizar que el nimero
gue sumamos no tiene que ser necesariamente entero, lo que da lugar a infinitas pa-
rabolas posibles en los tres casos.
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Ahora bien, al considerar solamente la parte del grafico que queda expuesta en la ventana
gréfica, se podrian admitir otras variaciones de la formula, si no se ve que se corten en la
ventana grafica. Algunos alumnos pueden proponer para el item 1, por ejemplo,
0.4(x — 2)2 + 1.01 “cerrando” el grafico de f(x) al aumentar el coeficiente principal y su-
biendo un poco la parabola. Otros alumnos pueden proponer, por ejemplo, 0.3(x — 2.1)2
+ 2, subiendo a f(x) en menos de tres unidades y cambiar “un poco” el x del vértice.

Un cambio de escala es suficiente para observar que las curvas se cruzan.

De este trabajo se espera concluir de que subiendo el gréfico de f(x) menos de tres unida-
des la parabola asi definida queda entre ambas parabolas, y que tanto la coordenada x del
vértice como el coeficiente principal tienen que ser los mismos que en f(x) y g(x).

Las tres actividades que se presentan a continuacién suponen un trabajo previo con equi-
valencia de férmulas cuadraticas empleando diferentes formas para las expresiones (cané-
nica, factorizada, cuasifactorizada, desarrollada). Se pueden trabajar después del problema
5 0 6 del capitulo 4 de este documento.

En las actividades, se recupera la idea de que la formula no sirve solo para calcular valores
particulares de una funcién, sino que ademas podemos leer informacién desde su forma.
Aportan a la construccién de sentido de las diferentes formas de presentacion de la férmu-
la de una funcién cuadratica, en particular la factorizada y cuasi-factorizada.

ACTIVIDAD 9

a=1
Proponé valores para a de tal manera
que 2y 8 sean ceros de la f(x)=a (x-2) (x-8) + 7

funcion f(x).

(Tipear en el campo de entrada:)

Archive Edita Vista Opcdones Heramientas Ventana Ayuda
- i
- | fr i
=l T11 I'l |
Objetos Dependientes Ll |
SRR = 10— 2) (a—8) 47 \ /
\ /
\ {
\ /
w\ f"
a
\ /
o \
\ f."
: a0 I A A
\ /
A /
N
3
(1]

Entrada
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Los alumnos pueden modificar el valor del parametro a y observar en la ventana gra-

fica que:

- La parabola “se cierra” y “se abre”, queda “para arriba” o “para abajo” al proponer
valores diferentes. Este comportamiento se observé en los problemas anteriores al
cambiar el coeficiente principal en la forma candnica, pero en este caso no se man-
tiene el vértice, aunque si el eje de simetria.

- Al aumentar el valor absoluto de a, la parabola se acerca a los puntos (2,0) y (8,0)
pero nunca los alcanza.

El trabajo de exploracién “muestra” que no se logra que 2 y 8 sean ceros de la funcion.
Esta constatacion permite instalar nuevas preguntas en el aula:

¢Por qué no se puede?

¢Por qué la pardbola no se cierra y abre como antes, manteniendo su vértice?

¢ Como influye variar a en una férmula de la parabola?

¢ Por qué se conserva el eje de simetria?

¢ Qué tienen en comun estas parabolas?

¢ Cémo podemos caracterizarlas mds alla de su formula?

Para orientar el estudio de estas cuestiones, el docente puede proponer a los alumnos
que busquen cual es el eje de simetria, o que busquen valores compafieros (es decir,
valores de x que tienen la misma imagen).

Si bien el eje de simetria no se puede ver con precision en la ventana gréfica del Geoge-
bra, los alumnos pueden conjeturar que se halla en x =5, ya que 2 y 8 son dos valores
compafieros siempre.

Si se buscan otros comparieros, los alumnos pueden apoyarse en el eje de simetria y
proponer los valores4y 6,2y 8,0y 10, -1y 11, etcétera.

El calculo de las distintas imdgenes es facilitado por el programa desde la ventana
algebraica, como ya se dijo.

En la ventana algebraica puede ingresarse, por ejemplo, f(10) y f(0); el programa
asignara a estos valores una letra, interpretandolos como parametros.

Al variar los valores del parametro a se modifican los resultados obtenidos al evaluar
la funcién en dos valores compafieros, pero las imagenes de ambos siempre seran
iguales entre si.

Se puede concluirque 4y 6,2y 8,0y 10, -1y 11, etcétera, siempre serdn compafie-
ros para cualquier valor de a, ya que el eje de simetria es x = 5 y estos pares de valores
estan a la misma distancia del 5.

Si ningdn alumno ingres6 en el programa f(2) y f(8), el docente puede proponerlo
para estudiar el comportamiento de estas imagenes a medida que se modifica el valor
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de a. Los alumnos pueden constatar que las imagenes no varian y que su valor siempre
es 7. Hecho que no se puede “ver” con precision en la ventana gréfica.

Luego de la puesta en comun, se puede pasar en limpio la explicacion en el pizarrén:
Para x = 2y x = 8 se anula el primer término sin importar el valor de a, y el resultado
es siempre 7.

Como 2 y 8 son companieros para cualquier valor de a, el eje de simetria de todas las
parabolas de esta familia sera x = 5.

Conclusiones

- Todas las parabolas de la familia cumplen que f(2) = (8) = 7.
- Todas las parabolas pasan por los puntos (2, 7) y (8, 7).

- El eje de simetria es x = 5.

- El vértice cambia a medida que varia el valor de a.

AcTIviDAD 10

Proponé valores para a, b y ¢ de tal manera que 2y
10 sean ceros de la funcion f(x).

(Tipear en el campo de entrada:)

Obijetos libres
a=1
b=-1
c=95
Obijetos dependientes f(x) = a(x - 2)
x-b)+c
€2 actidadi0 g = )
.M:lnn? Fdta Viska hpumrr.-: HMIIEII'IIIIEHHIEG V!Iﬂlll.il Aguda -
Gl L b lololeh b=l - NP
.. i i el "»'r.. “.J'r.. ) ‘{"‘v :\'z e '-'_"_7 .r'r.! o S
= Viska Aigobraica ] - ista Grafica e
=| [ET= |
65]!%! Lln'e.! L
Joa= 0l
O beg4 e
= rih;u‘l‘u::;rf:|mnm:m|::, i " .,
4 f(x) = ~0.3 {x - 2) (x — 6.4) | 3.9
1
o
J A r o 2 a 1 L L T 8 Ll 1o 1
-1
-3
' i = R0 {
Entrada 3O
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El objetivo de esta actividad es jugar con los parametros en una férmula en la forma
cuasi-factorizada e interpretar las variaciones de esos parametros en la férmula.

La exploracién en este problema puede resultar compleja, ya que entran en juego
tres parametros y hay que coordinar sus variaciones. Observando solamente la venta-
na grafica, al ir modificando los parametros no necesariamente van a encontrar una
solucién del problema. Leer informacién en la férmula aparece entonces como una
herramienta util. La gestién del docente podria orientar el trabajo para que estudien
primero la situacién si b = 10. Se llegaria a las siguientes conclusiones:

f(x) = a(x — 2) (x — 10) son todas las parabolas con raices 2 y 10.
f(x) = a(x - 2) (x - 10) + c son todas parabolas que tienen a 2 y 10 como compafieros,
y si ¢ no se anula, estos valores no son raices.

Restaria estudiar el caso b # 10. La lectura de la férmula en ese caso muestra que nunca
se puede lograr simultaneamente que 2 y 10 sean raices.

AcTIVIDAD 11

Usando parametros, caracteriza las formulas de:

a) Todas las parabolas que tengan como vértice el punto (3, 2).

b) Todas las parabolas que tengan su vértice en la recta x = 3.

¢) Todas las parabolas para las cuales x = 5 y x = 9 sean comparieros.
d) Todas las parabolas para las cuales x = 3 y x = -3 sean comparfieros.

e) Todas las pardbolas que tengan un solo punto en comun con la
rectay = 3.

f) Todas las parabolas que tengan una raiz en x = 1.

g) Todas las parabolas que tengan una raiz doble.

En cada caso, dibuja tres de las parabolas.

Se espera que los alumnos escriban férmulas con parametros para responder a cada
item. Empleando el menu contextual pueden animar cada pardmetro y podran ver
dindmicamente las parabolas de cada familia.

Llegar a producir formulas con uso de pardmetros que cumplan determinadas condi-
ciones implica un trabajo de generalizacién interesante. Esta generalizacién no debe ser
forzada, sino que deberia surgir a partir de profundizar la comprensién del problema.

G.C.B.A.  Ministerio de Educacidn ¢ Direccién General de Planeamiento e Innovacién Educativa ® Gerencia Operativa de Curriculum



>
©
O
-
f_|-
(D
wn
©
Q
S
Q
QO
(D
-]
wn
(D
ot
Q
)
N
Q
—
<<
m
(o
n
m
()
c
=
o
>
=
o




