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Introduccion

Este libro es el fruto de un trabajo realizado por un grupo integrado por
docentes de escuela secundaria y docentes-investigadorxs de la Universidad
Pedagdgica Nacional (UNIPE) llamado Grupo de los Lunes.'

Presentamos aqui una secuencia de actividades elaborada por el grupo para
abordar la nocién de funcioén. En toda la secuencia los graficos cartesianos,
como una de las formas de representacién de las funciones, juegan un papel
relevante. Tres profesoras de este grupo implementaron la propuesta en alguno
de los cursos donde dan o daban clases. Marina Torresi (docente M) la aplic
en el curso 3° D de la Escuela de Educacion Técnica Nacional N° 3 de Claypole
en 2016; Claudia Kerlakian (docente C), en un curso de 2° afio del Instituto
Libre de Segunda Ensefianza (ILSE) de la Ciudad Auténoma de Buenos Aires
(CABA) durante 2016 y 2017; y Laura Marina Acosta (docente L), en el curso
3° A del Instituto Juan XXIII de Ramos Mejia en el afio 2017. Durante estas
implementaciones otrxs integrantes del equipo presenciamos esas clases para
recoger datos (fotos, audio y videos).?

El analisis de las actividades que aqui presentamos incorpora el relato del
trabajo realizado por los diferentes grupos de estudiantes y el estudio detallado

de algunos episodios.

1. El grupo esta integrado por Ixs autorxs de este libro y en el inicio del trabajo colaboraron tam-
bién Carla Cabalcabué, Rosa Escayola, Celia Fasce, Sabrina Maffei, Débora Sanguinetti, Sandra
Tettamanti y Martin Tornay.

2. Agradecemos a las autoridades de las instituciones mencionadas por permitir el desarrollo de
este trabajo en sus aulas.
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Para trabajar con la secuencia, Ixs estudiantes deberan disponer de un
archivo GeoGebra® con un modelo geométrico dindmico, a partir del cual 1x
docente definird diferentes funciones para ser estudiadas en el aula.

Lxs integrantes del Grupo de los Lunes compartimos una posiciéon en
relacion al trabajo matematico en el aula. Nuestro propésito es involucrar a 1xs
estudiantes de la escuela secundaria en una genuina actividad de produccién
de conocimiento. Pensamos en docentes que eligen problemas desafiantes para
sus alumnxs, anticipan estrategias de resolucidn correctas e incorrectas y crean
un ambiente en el aula que 1xs estimula a explorar, aportar ideas y discutir en
torno a diferentes procedimientos. Estos ensayos, resoluciones e ideas son la
materia prima a partir de la cual Ix docente organiza las interacciones en la
clase. Ese espacio colectivo de discusion es propicio para analizar la validez
de razonamientos y procedimientos, avanzar en la precision, plantear nuevos
problemas, elaborar conjeturas y estudiarlas.

En la seccidn Antecedentes del Grupo de los Lunes recorremos, a grandes
rasgos, la trayectoria del grupo: como se conformd, las diferentes etapas de
trabajo que transitamos, los temas que abordamos en cada una de ellas y los
materiales que se produjeron.

A continuacién, en la seccidon La secuencia disefiada y experiencias del
aula, presentamos actividades que elaboramos e implementamos en varias
aulas, junto con un andlisis de estas. A medida que disefiamos las actividades,
realizamos un analisis de cada una. En muchas ocasiones, este analisis nos
deja interrogantes importantes acerca de como las resolverdn Ixs estudiantes y
de cuén fértiles podran ser los problemas que planeamos. En este sentido, las
implementaciones de la secuencia en las aulas de algunas profesoras del grupo
retroalimentaron la instancia inicial de disefio al examinar lo sucedido en las
clases, teniendo como marco nuestras anticipaciones. En esta seccién incor-

poramos, como parte del anélisis de las actividades, algunas producciones de

3. Este programa puede descargarse de: . La
version utilizada en esta experiencia y que recomendamos para seguir este escrito es la versidn
GeoGebra Clasico 5.


https://www.geogebra.org/download?lang=es

INTRODUCCION n

estudiantes y escenas de aulas recogidas en los cursos donde implementamos
la secuencia.

Por dltimo, compartimos algunas reflexiones finales de esa experiencia.
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Antecedentes del Grupo de los Lunes

En el afio 2008, profesorxs de escuelas secundarias de la Ciudad Auténoma de
Buenos Aires y de la Provincia de Buenos Aires y especialistas en didéctica
de la matemética formaron un grupo con el propdsito de pensar —de manera
compartida— la ensefianza de la matematica. El trabajo del grupo se centra en
el disefio de propuestas de ensefianza para diferentes temas del curriculum, su
implementacion en las aulas por parte de algunxs integrantes y el andlisis de lo
acontecido. La reflexion colectiva en torno a lo sucedido en esa primera imple-
mentacion enriquece nuestro conocimiento y permite ajustar la propuesta ini-
cial. La confluencia de miradas y enfoques, por un lado, y la diversidad de
experiencias que caracterizan a la conformacién del grupo, por el otro, gene-
ran buenas condiciones para estudiar cuestiones relativas a la ensefianza de la
matematica.

Desde que se conformé el Grupo de los Lunes, una de las preocupaciones
permanentes es pensar en canales que permitan dar a conocer las produc-
ciones al conjunto de profesorxs de matematica de todo el pais.

La primera produccién del grupo trata sobre la ensefianza de las funciones
cuadriticas —pensada para un contexto de lapiz y papel—y se plasma en 2009
con la escritura del documento Funcion cuadrdtica, pardbola y ecuaciones
de segundo grado, publicado en 2014 por el Ministerio de Educacion del

Gobierno de la Ciudad de Buenos Aires.!

1. Disponible en:


https://editorial.unipe.edu.ar/images/phocadownload/colecciones/herramientas/cuadraticas/matematica_cuadratica.pdf
https://editorial.unipe.edu.ar/images/phocadownload/colecciones/herramientas/cuadraticas/matematica_cuadratica.pdf
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Durante los dos afios siguientes, el grupo adquiri6 mayor autonomia
institucional y se impuso el nombre (Grupo de los Lunes, en adelante GL),
en referencia al dia en que se reunia. El inicio de los encuentros del grupo
coincidi6 con la distribucién de netbooks en las escuelas secundarias de todo
el pafs, “una por alumnx”, con el objetivo manifiesto de “achicar la brecha
tecnoldgica” entre los distintos sectores de la sociedad. Las computadoras
empezaban a llegar a las escuelas y el GL quiso estudiar cémo incorporarlas
en las secuencias que elabordbamos. La propuesta que recoge ese desafio se
plasm¢ en el libro

, publicado en 2015
en la coleccion Herramientas de UNIPE: Editorial Universitaria.

A partir de 2012, el GL encuentra un lugar en la Universidad Pedagbgica
(UNIPE). Docentes e investigadorxs de esa casa de estudios se integraron
al grupo, generando nuevas y mejores condiciones para analizar fendmenos
relativos a la ensefianza. El grupo decidi6 considerar la propuesta original
para la ensefianza de la funcidn cuadritica y transformarla para incorporar
la computadora en el trabajo de 1xs estudiantes. El disefio y andlisis de las
nuevas actividades se plasmarian en un segundo libro publicado en 2021 en la

coleccién Herramientas,

Desde el afio 2016, el grupo se aboc6 al disefio, implementacién y analisis

de la secuencia que presentamos en este libro.


https://editorial.unipe.edu.ar/colecciones/herramientas/introducci%C3%B3n-al-trabajo-con-polinomios-y-funciones-polin%C3%B3micas-detail
https://editorial.unipe.edu.ar/colecciones/herramientas/introducci%C3%B3n-al-trabajo-con-polinomios-y-funciones-polin%C3%B3micas-detail
https://editorial.unipe.edu.ar/colecciones/herramientas/la-incorporación-de-la-computadora-a-la-enseñanza-de-funciones-cuadráticas-detail
https://editorial.unipe.edu.ar/colecciones/herramientas/la-incorporación-de-la-computadora-a-la-enseñanza-de-funciones-cuadráticas-detail

La secuencia disenada
y experiencias del aula

Como ya dijimos, la secuencia se ubica curricularmente en las primeras apro-
ximaciones a la nocién de funcién, donde juegan un papel relevante los grafi-
cos cartesianos en cuanto una de las formas de representacién de las funciones.
Asumimos que Ixs estudiantes trabajaron previamente con actividades de lec-
tura de informacién del grafico de una funcién en contexto, tanto global (d6nde
crece, donde es el maximo) como puntual, incluyendo la escritura de par orde-
nado y la ubicacion de un punto en el plano al conocer sus coordenadas. Ademas,
es conveniente que antes de encarar la secuencia hayan hecho algtn problema de
produccidn del grafico cartesiano de una funcion a partir de una tabla de valores.

Este trabajo previo podria ser en lapiz y papel, ya que no es condicién
necesaria para abordar las actividades de esta propuesta que tengan una
experiencia anterior con GeoGebra. Aunque no se necesita que 1xs estudiantes
dominen las herramientas especificas del programa, si creemos necesario que
Ix docente tenga una relacion previa con el programa y que esté familiarizadx
con las potencias y limitaciones basicas del GeoGebra.

La secuencia aporta a la construccion con sentido de la nocién del grafico
cartesiano como representacion de una funcién. Buscamos que Ixs chicxs
identifiquen que la representacién grafica de una funcién esta formada por
puntos, y que cada punto atrapa informacién de la situacién. Proponemos un
trabajo tanto global como puntual con el grafico, en un entorno dindmico.
Con esta propuesta, pretendemos que 1xs estudiantes tengan un primer acerca-
miento al objeto punto dindmico del GeoGebra, el cual vincula la situacién

geométrica dindmica con puntos del grafico de una funcidn.
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La propuesta se desarrolla a partir de una situacién geométrica dindmica'
en la vista grifica 1 (que a partir de ahora llamaremos VGI) de un archivo del
programa GeoGebra (archivo.ggb) en la cual se identifican algunas magni-
tudes que varian. Se define una funcién a partir de relacionar la variacién
de dos de esas magnitudes, la longitud de un segmento y el area de una
figura. Luego se define una segunda funcién modificando solo la variable
dependiente; o sea, considerando el area de otra figura. Los gréaficos de esas
dos funciones se van construyendo en la vista grafica 2 (a partir de ahora,
VG2). Las distintas tareas que se plantean fomentan el interjuego entre dos
vistas gréficas del GeoGebra: qué caracteristicas observables en la situacién
geométrica dindmica son transferibles —y de qué manera— al gréifico carte-
siano de cada funcién y viceversa.

La secuencia se divide en dos partes. En la primera, 1xs alumnxs exploran
una situaciéon geométrica dindmica a partir de un archivo que se les propor-
ciona (y que se puede descargar ). Al abrir el archivo se observa una
pantalla como la de la imagen 1, en la siguiente pagina.

Al explorar la figura moviendo el punto F, Ix docente les propone a Ixs
estudiantes que identifiquen distintas magnitudes que varian. Entre ellas se
eligen dos: la longitud del segmento AF y el area del tridngulo AEF. Luego
se plantean distintas tareas para estudiar la funcién que tiene como variable
dependiente al area del tridngulo AEF y como variable independiente la
longitud de la hipotenusa.

En la segunda parte, se hace visible en la pantalla un trapecio que inicial-
mente estaba oculto, y se define una nueva funcién, modificando solo la
variable dependiente y considerando ahora el area del trapecio para cada valor
de la longitud de la hipotenusa AF. En las dltimas actividades se ponen en

relacion ambas funciones.

1. La secuencia se disefi6 a partir de una propuesta de Abraham Arcavi en su articulo “Modelling
with Graphical Representations”, publicado en For the Learning of Mathematics, vol. 28, n° 2, FLM
Publishing Association, 2008, pp. 2-10. Disponible en:


https://editorial.unipe.edu.ar/images/descargas/archivo_inicial.zip
http://www.jstor.org/stable/40248601

LA SECUENCIA DISENADA Y EXPERIENCIAS DEL AULA

El punto F puede moverse en la diagonal AC del rectangulo
ABCD. Cada posicién de F determina un tridngulo AEF
sombreado.

17
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PRIMERA PARTE

Estudio del area de una familia de
triAngulos a través de una funcion.
Construccion de su grafico cartesiano

EXPLORACION DE LA SITUACION GEOMETRICA DINAMICA

Como ya dijimos, Ixs estudiantes comienzan explorando un archivo .ggb
que les permite generar una familia de tridngulos al mover el punto F (ver

imagen 2).

Vista de la figura dindmica para dos posiciones de F diferentes.

Antes de proponerles la primera actividad, pensamos en hablar con 1xs alum-
nxs sobre las caracteristicas geométricas de la figura que estdn viendo, para
confirmarles aquello que se visualiza: ABCD es efectivamente un rectdngulo
y el segmento EF es perpendicular a AB. Les informamos que estas caracte-
risticas estdn garantizadas por como fue construida la figura.

A continuacién, mostramos la primera actividad de la secuencia y propo-

nemos que la resuelvan en pequefios grupos.
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ACTIVIDAD 1
Exploren el modelo dindmico moviendo el punto F que estid sobre la
diagonal AC. ;Qué cambia y qué no cambia al mover el punto F?

Respondan por escrito.

Tener que producir un escrito grupal obligara a 1xs alumnos a discutir y acor-
dar sobre la escritura en colaboracidn; una revisién conjunta sobre los escritos
producidos permitira a Ix docente trabajar con las dificultades surgidas a partir
de las escrituras de los objetos geométricos.

Por eso, disefiamos una posible forma de gestionar esta instancia colectiva:
nos propusimos mostrar en el pizarrén el escrito de un grupo y que unx
integrante de otro grupo marque en la figura (con el dedo sobre el pizarrén
o con el mouse en una pantalla) aquellos objetos mencionados en el escrito
expuesto. De esta manera, se pone de relieve que la escritura debe ser eficaz
para que otra persona, que no la produjo, pueda reconocer lo que se quiso
informar. Serd necesario ponerse de acuerdo en la forma de mencionar los
elementos de la figura para lograr mas entendimiento.

Otra posible gestién es que 1x docente pase por los grupos, identifique
algunas producciones interesantes para discutir y las retome en una puesta en
comun. También se podria elegir como alternativa que Ix docente se lleve las
producciones al finalizar la clase y haga una sintesis, seleccionando aquellas
que le permitan abordar asuntos que quisiera discutir en la clase siguiente.
Sea cual fuera la organizacién que tenga, el espacio colectivo es el lugar para
trabajar con todxs a partir de las producciones de cada grupo.

En los cursos en donde se implement6 la secuencia entre 2016 y 2017, las
docentes desplegaron distintas organizaciones de esta instancia colectiva en
donde se trabajaron cuestiones sobre la escritura, algunas muy personales (ver

imagen 3), para ser analizadas en la clase.’

1. La primera produccioén proviene de la implementacion en el aula de la docente M, en 2016. En
esa version de la secuencia, el punto movil era el E.
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Produccién de un grupo de estudiantes.

Aunque no se tiene registro de como se retomd esta escritura en el espacio
colectivo, la compartimos porque nos parece un ejemplo interesante sobre posi-
bles discusiones acerca de las escrituras que se podrian desplegar en el aula.

En la frase “cambia el tamafio del tridngulo cuindo va subiendo y cuando va
bajando (disminuyendo)”, podemos suponer que se refieren a que se modifica el
area de la figura a medida que se mueve el punto E. Al analizar esta produccién
en el espacio colectivo, ante una pregunta de la docente sobre qué es lo que
sube y qué baja, podria haber distintas interpretaciones. Por ejemplo, que lo
que “sube” o “baja” es el punto F. O, mirando de una forma mas “global”, que
alguien diga que el tridngulo es el que “sube” o “baja” a medida que cambia su
altura; o que lo que “sube” y “baja” es la medida del segmento AE (recordemos
que E era el punto mdvil en esta version de la actividad). Frente a esta situacion
es posible plantear la necesidad de explicitar en la escritura a qué objetos se
estan refiriendo.

A continuacién de una frase tachada, Ixs estudiantes de este grupo escriben
“que la (A) y la (B) tienen la misma distancia”, posiblemente queriendo expli-

citar que la medida de AB no cambia al mover el punto E: siempre serd de 8
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unidades. Luego, reconocen otros segmentos de la figura, pero no distinguen
en el escrito cudles cambian su medida y cudles no al mover el punto E. En un
momento colectivo posterior, ademdas de darles la oportunidad de completar
sus ideas, se podria plantear que como A y B son vértices, resulta confuso
referirse a su distancia, y que para nombrar al segmento que va desde A hasta
B se utiliza la notacién AB.

Finalmente, terminan su respuesta diciendo que cuando “el tridngulo esta
completo es (A, EB) (CF) porque se unen las puntas”. Al escribir “completo”
probablemente estén haciendo referencia a que el tridngulo ABC esta “todo
pintado”, lo que se logra si el punto E ya no se puede mover mas hacia la
derecha. El punto E coincide con B, y F coincide con C. Es decir, en su texto
“EB” y “CF” no son segmentos sino que dan a entender que los vértices de
ambos tridngulos estan encimados, lo que ellxs identifican en la frase “porque
se unen las puntas”. En futuras tareas seria posible retomar la importancia
de que existan pautas de escrituras compartidas, para que todxs aquellxs que
lean entiendan lo mismo. De esta manera se podria seguir informando sobre
la escritura convencional de los objetos geométricos, como por ejemplo que
EB corresponde a un segmento.

En esta instancia de produccion colectiva, también es posible generar buenas
condiciones para que aparezcan argumentos que permitan justificar algunas
afirmaciones. Los argumentos necesariamente deberan apoyarse en relaciones
matematicas y permitiran ir mas alla de la certeza dada por la visualizacién
en la pantalla.

Nos interesa detenernos en un episodio? para reflexionar en torno a los inter-

cambios que se dan entre tres estudiantes —Marcos, Valeria y Tania—y la docente:

MARCOS. Nosotros dijimos que lo que no cambia es la jerarquia

de los lados.

2. Este episodio ocurrié en la experiencia realizada durante 2017 en el aula de la docente C,
donde el punto moévil era el F.
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DOCENTE. ;Qué quieren decir?

MARCOS. Como que el lado AF es siempre el més largo, AE poco
mas largo, y FE es siempre el més corto.

DOCENTE. (En referencia a uno de los grupos) Aca las chicas
estan moviendo porque les parece que no, pero estan viendo.
VALERIA [una chica de ese grupo]. Creemos que el tridngulo AFE
puede ser is6sceles.

TANIA [una chica de otro grupo]. No, eso no puede ser. Los angu-
los son siempre iguales, en ninglin caso puede ser isdsceles.
DOCENTE. ;Qué angulos?

TANIA. Del tridngulo. Cuando movés F los dngulos siguen siendo
de la misma amplitud y A no puede llegar a ser de 45°.

(Se escucha que Valeria habla bajito)

DOCENTE. A ver... las chicas aca (refiriéndose al grupo de Valeria)
dicen que A es de 45° y aca ella (refiriéndose a Tania) dice que no,
(qué opinan los demas?

(Se oyen varios “no”, hablan todxs juntxs.)

DOCENTE. A ver... Analicemos esto. Si yo tengo un rectangulo
con la diagonal...

VALERIA. La diagonal es bisectriz del angulo... (se corta) ...
iiiAh...!1!! Ya entendimos...

DOCENTE. Lo que ustedes dicen pasa si es un cuadrado.
VALERIA. Claro.

Sefialemos que la afirmacién de Marcos (“Como que el lado AF es siempre
el mas largo, AE poco mas largo, y FE es siempre el mas corto”) y de Valeria
(“Creemos que el triAngulo AFE puede ser isOsceles”) se sustentan en lo visual
y las ideas que expresan son contrapuestas. Estas impresiones contrarias desde
lo visual dan origen a una discusién donde se comienzan a incorporar relacio-
nes matemadticas. En la siguiente intervencidn, Tania se centra en los 4ngulos,

afirmando que sus medidas no cambian al mover el punto F; probablemente
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esté apelando a la propiedad de la congruencia de los dngulos correspondien-
tes, considerando como paralelas dos posiciones del segmento EF. Luego,
Tania dice que cuando “movés F los dngulos siguen siendo de la misma ampli-
tud y A no puede llegar a ser de 45°”. En este caso, se estaria agregando otra
relacion: como todos los tridngulos son rectangulos, si fuera isésceles, los dos
angulos iguales de cada tridngulo deberian medir 45°.

Nuevamente no hay acuerdo en el aula, esta vez en torno a la afirmacién de
Tania sobre la medida del angulo A. La discusion se desliza desde la conser-
vacién de “la jerarquia de los lados” —observada en la pantalla por Marcos—
hacia la pregunta de si habr4 algtn tridngulo con dngulos de 45°. El grupo de
Valeria —que inicialmente sostenia que habia algiin tridngulo isdsceles en la
familia— afirma ahora que el 4ngulo A mide 45°, y posteriormente lo justifica
recurriendo a una propiedad que solo es valida para los cuadrados: la diagonal
de un rectangulo divide a los d4ngulos en partes iguales. En estos intercambios,
los argumentos matematicos que empiezan a formular algunxs estudiantes se
hacen necesarios para dirimir entre dos asuntos opuestos que Ixs diferentes
actorxs “ven” en la pantalla.

Si bien en este episodio observamos estudiantes que avanzan de manera
auténoma hacia la produccién de argumentos mateméticos y una docente
que se enfoca en la gestion de la circulacion de la palabra, en otras ocasiones
podria ser necesaria una participaciéon mas activa de Ix docente para que el
trabajo en el aula no se agote en la formulacién de una propiedad a partir de
lo que “se ve en la pantalla” y que la elaboracién de argumentos basados en
propiedades matematicas tenga lugar y sentido en la clase.

Laidea es que esta actividad 1 no quede solamente como una simple enume-
racion de cosas que cambian o no cambian (ver imagen 4).

La docente del curso trabaj6 sobre esta produccién centrandose en uno de
los elementos incorporados en esa lista y solicitando explicaciones de por qué
los angulos no cambian al mover el punto F. Para responderle, algunxs chicxs
se apoyaron en que el angulo con vértice en F, para cualquier posicidn, es

correspondiente al dngulo fijo ACB. Otrxs estudiantes se basaron en que el
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Lista generada por un grupo de estudiantes.

angulo con vértice en A es comiin a todos los tridngulos, el 4ngulo con vértice
en E es recto, por construccidn, en cualquier posicién de de E, y el otro 4ngulo
con vértice en F tiene la misma medida para todos los tridngulos AEF porque

la suma de los dngulos interiores de un tridngulo es 180°.

LA FUNCION A ESTUDIAR

En las siguientes actividades de la secuencia se va a estudiar la funcién area
del triangulo en funcién de la medida de AF. Queremos que este estudio se
apoye en el modelo dindmico y en las herramientas del programa, que permiti-
ran construir el grafico cartesiano de la funcién sin recurrir al calculo del area
y al uso de una férmula. Elegimos que la variable independiente sea la medida
de la hipotenusa por esa misma razon, para desalentar estrategias de calculo
basadas en la formula del area del triangulo.?

Recordemos que en la primera actividad, Ixs estudiantes identificaron
muchas magnitudes que varian cuando modifican la posicién del punto F.
Ahora, se elegirdn dos de ellas entre las distintas posibilidades para deter-

minar una funcién. De esta manera, queremos hacer visible en el aula que la

3. Esta decision fue tomada luego de las implementaciones de la primera versién de la secuen-
cia, donde el punto moévil era E y la variable independiente era AE. En ese escenario, algunos
grupos de estudiantes recurrieron a esa estrategia.
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funcién a estudiar no esta determinada por la situacidn sino que es producto
de una decision. Proponemos que la siguiente frase quede escrita en el
pizarrén, como referencia que guie el trabajo con las siguientes actividades

hasta la nimero 5:

Para poder analizar como varia el area de estos triangulos utiliza-

remos la funcion area del triangulo AEF en funcién de AF.

ACTIVIDAD 2
(Entre qué valores varia la medida de AF?

(Entre qué valores varia el area del tridingulo AEF?

En nuestra experiencia, 1xs estudiantes responden sin dudar que la medida de
AF varia entre 0 y 10. Suele haber mas discusiones en torno a que el area
del tridngulo puede ser 0, ya que cuando el punto F coincide con A, no hay
tridngulo. Proponemos, en ese momento, acordar con todo el curso incluir el 0
como “valor inicial” de la variable independiente y asignarle como correspon-
diente el valor cero para el 4rea, de esta manera podemos incorporar el punto
(0;0) al grafico de la funcién a estudiar.

En el espacio colectivo, luego de discutir sobre las respuestas de la actividad
2, Ix docente podria invitar a sus estudiantes a abrir la VG2 para empezar a
construir alli el grafico de la funcién. Esto permite la utilizaciéon de las herra-
mientas “Acercar” o “Alejar” en una vista y que no afecte a la otra.

Para iniciar la construccion del grafico, Ix docente puede proponer ubicar
los dos puntos que ya se conocen: el (0;0) y el (10;24). Es probable que algunxs
estudiantes sepan como ingresar las coordenadas de puntos desde la barra de
entrada y otros no. En este segundo caso, nos imaginamos que Ixs chicxs,
al utilizar la herramienta “Punto”, podrian introducirlos cliqueando con el
mouse, en forma aproximada, en la posicion buscada. Esto daria lugar a que Ix
docente explicite que ya se conocen dos puntos del grafico cuya construccion

se continuara en las siguientes actividades.
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A continuacién, 1x docente podria explicar, y mostrar con el proyector,
como introducir los puntos escribiendo las coordenadas (0;0) y (10;24) en la
barra de entrada, aclarando que en el programa es necesario ponerlo con coma
y no con punto y coma. Luego, podria proponer que cada estudiante lo haga en
su computadora y de esta manera utilizar la herramienta del GeoGebra como
control para aquellxs estudiantes que lo hubieran puesto a mano con cierto
grado de imprecision. Y viceversa, para aquellxs estudiantes que pongan mal
las coordenadas al ingresar los puntos por la barra de entrada, la ubicacion
en el plano que hace automdaticamente la computadora también puede servir
como control.

Al presentar la siguiente actividad, 1x docente podria realizar una expli-

cacion para plantear la nueva tarea y escribir en el pizarrdn la consigna.

ACTIVIDAD 3
Recién marcamos dos puntos del grafico de la relacion. Ahora les
pedimos que ubiquen un tercer punto del grafico que corresponda al

triangulo con AF = 5. Ademas, escriban por qué lo ubicaron alli.

Otra manera de formular esta actividad podria ser la siguiente: ;cudl les parece
que serd el valor del area del triangulo cuando AF mide la mitad de la dia-
gonal del rectdngulo, o sea 5? Creemos que esa pregunta se puede resolver
trabajando solamente en la situacion geométrica de la VGI. Por eso, elegimos
formular la actividad tal como lo expresamos al inicio para asi avanzar en la
construccion del grafico de la funcién dandole mayor presencia a la VG2.

Pretendemos que Ixs estudiantes avancen también en la articulacion entre
la representacion geométrica de la situacion (VG1) y la representacion grafica
de la funcion elegida (VG2). Por eso, cualquiera sea la vista grafica donde cada
grupo de estudiantes se apoye para responder, 1x docente podria formular una
pregunta sobre como se ve o qué significa en la otra vista grafica.

Al planificar la secuencia nos imaginamos que algunxs chicxs podrian

decir que si AF mide 5, el 4rea sera 12, ya sea porque creen que a la mitad de
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AF le corresponde la mitad de area, o porque observan en la VG2 que el punto
(5;12) queda alineado con los dos puntos que ya estan marcados. De hecho,
algunos de estos dos argumentos (erroneos) aparecieron en todas las aulas
donde hicimos la experiencia.

También anticipamos que algunxs estudiantes, al mirar el triangulo en la
VG]1, podrian argumentar que si la medida de AF es 5, el area del triangulo
es mucho menor que la mitad del area del tridangulo ABC.

En un aula, algunos grupos de estudiantes respondieron que si F quedaba
en el punto medio de la diagonal, E debia estar en el punto medio de la base y
entonces concluyeron que EF mide 3, la mitad de BC. A partir de esto calcu-
laron el area: (4 x 3) + 2 = 6. Somos conscientes de que la conclusion a la que
llegaron en este caso esta apoyada en lo visual, pero en el aula la aceptamos como
suficientemente valida. Como esta secuencia estd pensada para ser trabajada
antes que la nocion de semejanza, Ixs estudiantes no tendrian disponible los
argumentos necesarios para validarla, y no se espera que utilicen estas ideas.

En otra de las aulas donde implementamos la secuencia, encontramos res-
puestas en las que se hicieron construcciones auxiliares, primero en un tra-
bajo en pequenos grupos y después se llevo al espacio de discusion colectiva.
Por ejemplo, un grupo de estudiantes ubico el punto F —de forma aproxi-
mada— en el punto medio de la diagonal, luego trazaron con una herramienta
del programa la paralela a AB por el punto F. Al considerar el triangulo de
hipotenusa FC (ver imagen 5), concluyeron que era igual al triangulo AFE
ya que tenian la misma altura, la misma base y, por lo tanto, la misma area.

Estxs estudiantes decidieron calcular el area de este nuevo triangulo que
construyeron y lo hicieron mediante la cuenta (4 x 3) + 2 = 6. Otros grupos de
esa misma aula trazaron, ademas, la diagonal DB (ver imagen 6).

A partir de esta subdivision, dividieron el area total del triangulo ABC (24)
en cuatro, obteniendo de esta manera que el area buscada era 6.

En esa aula, en el momento de discusion colectiva, estas construcciones
auxiliares dieron lugar a que otrxs alumnxs consideraran el rectangulo ABCD

partido en ocho triangulos iguales. Y otrxs, ante la construccion mostrada en
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Construccion de una recta auxiliar y la diagonal DB
para estudiar la particién del tridangulo ABC en
cuatro tridngulos iguales.

la imagen 6, consideraron el cuadriladtero EBCF compuesto por tres tridngulos
iguales. Luego, calcularon el area de uno de ellos con la cuenta (4 x 3) ~ 2, la
multiplicaron por 3 y le restaron este valor al area del triangulo ABC.

En otra de las aulas, un grupo de estudiantes observo, sin hacer ninguna
cuenta, que el area del triangulo AEF era la cuarta parte del triangulo ABC
porque a la derecha del tridngulo sombreado se podian poner tres tridngulos

iguales mas (ver imagen 7).
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Esta construccion, tomada de la carpeta de un estudiante,
intenta mostrar la relacién entre las 4reas de los tridngulos.

Al planificar la secuencia imaginamos distintas modalidades de gestidn para
discutir las resoluciones de los diferentes grupos de estudiantes. Cada docente
decidird qué modalidad de gestiéon considera mas adecuada para llevar ade-
lante con sus estudiantes.

Nos imaginamos una posible gestiéon en la que cada pareja o terna de
estudiantes debera escribir la respuesta a la que llegaron y una explicacién
de la misma. Estos escritos podrian ser leidos para comunicar al resto la
produccidn del grupo. Si luego de la discusion el grupo considerara necesario
hacer modificaciones a su respuesta, estas deberdn quedar escritas en la misma
hoja para luego ser entregada. Organizar una sintesis de la puesta en comiin en
un nuevo escrito podria ser otra opcidn.

Por un lado, nos interesa que nuestrxs estudiantes avancen en la produccién
de un escrito que plasme algiin tipo de argumentacién matematica, con las
particularidades que trae este ejemplo de la necesidad de nombrar objetos
geométricos. En este caso se trata de afinar el discurso escrito para lograr
mayor precision a la hora de comunicar sus producciones. Por otro lado, con la
doble escritura, nos interesa ver como se juega la relacién entre la produccién
individual y la discusion colectiva y como esta puede producir modificaciones
en las primeras ideas.

La manera en que vamos a producir con Ixs estudiantes el grafico de la

funcion es a partir de la traza en la VG2 de un “punto dindmico” vinculado
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a la situacion geométrica (trabajaran con esta herramienta en la actividad 5).
Antes de eso, disefiamos una actividad (la ndmero 4) con el objetivo de que
Ixs estudiantes elaboren algunas ideas sobre el grafico cartesiano en dos direc-

ciones distintas:

e Por un lado, queremos que se conciba la curva del grafico compuesta por
puntos cuyas coordenadas recogen valores de longitud y area de un trian-
gulo de la familia. Es decir, queremos que entiendan qué representan las
coordenadas de los puntos que estan en el grafico.

e Por otro lado, queremos que relacionen las caracteristicas de la variacion
del 4rea en la familia de tridngulos con el aspecto que puede tener el gra-
fico. Por ejemplo:

1. Que entiendan que cuanto mayor es la hipotenusa, mayor es el area, y
relacionen eso con la propiedad del grafico cartesiano: si un punto esta
mas a la derecha que otro, debera también estar mas arriba.

2. Que la medida de la hipotenusa (primera coordenada de los puntos del
gréifico) puede tomar valores entre 0 y 10, y el area (correspondiente a
la segunda coordenada), valores entre O y 24. Es decir, que hay zonas

del plano cartesiano en que no puede haber puntos del grafico.

Teniendo como objetivo lo que acabamos de enunciar, disefiamos la activi-
dad 4. En ella se les propone a Ixs estudiantes diferentes puntos marcados
en el plano cartesiano y se les pide que decidan si esos puntos pueden per-
tenecer o no a la grafica de la funcién en estudio. Para tomar esta decisién
hay que apoyarse en los puntos que ya estdn marcados, el (0;0), (10;24) y
(5;6), ya que podrian brindar algunas condiciones sobre los nuevos, si es que
Ixs estudiantes entienden la relacidon estrecha entre estos puntos y el modelo
geométrico.

Para la siguiente actividad, proponemos que Ix docente anuncie en forma
oral que va a marcar puntos en la VG2 para que Ixs estudiantes respondan la

consigna.
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ACTIVIDAD 4

Decidir si cada uno de los siguientes puntos podria estar en el grafico de

la funcién y dar argumentos de por qué:

a) Un punto que tenga abscisa 5 y ordenada mayor que 6.

b) Un punto con ordenada 6 y abscisa mayor que 5.

¢) Un punto que tenga ordenada mayor a 24 o abscisa mayor que 10 o
ambas condiciones.

d) Un punto con abscisa menor que 5 y ordenada mayor que 6.

Para la gestidn de esta actividad pensamos en que 1x docente dispondria de un
proyector para mostrar a toda la clase los puntos que ird marcando. Primero
presentard un punto que cumpla con las condiciones planteadas en el item a),
pero sin que se hagan explicitas las coordenadas del mismo, para analizar con
Ixs estudiantes si puede o no pertenecer al grafico de la funcion. Se pretende
que esta discusion sirva de apoyo al analizar el siguiente punto que marcara y,
de esta manera, podra ir introduciendo los diferentes puntos que se proponen
en los distintos items de la actividad. A partir de las primeras experiencias
que hicimos en las aulas vimos que es necesario compartir con Ixs estudian-
tes que no les estamos pidiendo que calculen el drea para ciertos valores, sino
que den argumentos para decidir.

Para cada uno de los puntos, a partir de las respuestas de Ixs alumnxs, en
forma colectiva se ird construyendo un modo de argumentar que incorpore
relaciones identificadas en la situacién geométrica de la VGI1 (que cada
pareja de estudiantes, en su computadora, podria manipular durante la
actividad).

Planeamos que, cuando se concluya que un punto no estd en la grifica de la
funcion, (por ejemplo poniendo una cruz
roja), y cuando se concluya que es uno posible, se dejard como esta.

Compartimos algunos argumentos que —imaginamos— podrian ser parte de
las respuestas y, de hecho, fueron dichos por algunos grupos de estudiantes

en las clases donde implementamos la secuencia:


https://youtu.be/_Kki27B9cCw
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a) Tal como esperabamos, I1xs alumnxs no dudaron en descartar el punto de

abscisa 5 y ordenada mayor que 6. Para eso, surgieron dos justificaciones:

e Algunos grupos de estudiantes, apoyados en la definicién de funcién y
teniendo en cuenta que ya saben que el punto (5;6) pertenece al grafico,
sostenian que el punto propuesto no servia pues no habria “unicidad en la
imagen”.*

e Otros grupos, centrados en la situacién geométrica, dijeron que “es impo-
sible que AF tenga dos superficies distintas”. Esa referencia hizo pensar al
resto de la clase que, en esta familia de tridngulos que estan estudiando,
cada valor de hipotenusa genera un solo tridngulo rectangulo, de ahi que
definida la medida de AF se forma un tnico tridngulo. Ese argumento les

permitid descartar todo punto sobre la recta x = 5 que no tenga ordenada 6.

b) Para el punto con ordenada 6, y abscisa mayor que 5, es posible apoyarse
ahora en el punto (5;6) que se encuentra en la misma horizontal. Esperamos
que argumenten que no puede pertenecer al grafico porque al aumentar la
hipotenusa (respecto del tridngulo con medida de AF = 5), el 4rea también
debe aumentar. Para el punto con abscisa menor a 5 y ordenada mayor a 6, el
del item d), anticipamos que de manera similar podrian argumentar que si el
tridngulo tuviera hipotenusa menor a 5, el area deberia disminuir y no podria
ser mayor a 6, por lo tanto el punto propuesto no podria pertenecer al grafico
de la funcién. Pensamos que este es un buen momento para que 1x docente —si
es que no es propuesto por 1xs estudiantes— recurra a la figura dindmica para

mostrar estas variaciones.

¢) Para el punto que tenga ordenada mayor a 24 o abscisa mayor que 10, o

ambas condiciones, se espera que aparezcan argumentos determinados por el

4. Aunque no era un requisito, en este curso la profesora habia trabajado con los conceptos de
dominio, imagen, existencia y unicidad en actividades previas a esta secuencia.
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contexto. Asi, por ejemplo, al recuperar lo ya estudiado, Ixs alumnxs pueden
identificar cuéales serian “los limites del grafico”, ya que los tridngulos anali-
zados variaban su 4rea entre 0 y 24, y esto ocurre para los valores de AF entre
0y 10. Estas ideas permiten concluir que todos los puntos que no caen en ese

rango se pueden descartar.

A partir de las discusiones en torno a cada punto propuesto, esperamos que
Ixs estudiantes puedan formular generalizaciones, por ejemplo, elaborando en

forma conjunta una sintesis con todo lo estudiado (ver imagen 8).

Foto del pizarrén con algunas conclusiones obtenidas en un aula.

Es interesante ver como las conclusiones elaboradas pueden estar ligadas a
distintos registros de representacion. Recordemos que nuestra intencion con
esta actividad es establecer nexos entre la situacion geométrica (visible en la
VG1) y las caracteristicas del grafico de la funcion que se empieza a vislum-
brar en la VG2. En ese sentido, vemos que la primera afirmacion de la imagen
8, centrada en la situacidon geométrica, permitiria reconocer en la VG2 que no
puede haber dos puntos del grafico en la misma vertical. De manera similar, la

segunda afirmacion permitiria asegurar que si un punto esta a la derecha (o a
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la izquierda) de otro en el grdfico, tiene que estar mas arriba (0o mds abajo); y
la cuarta es un caso particular de la segunda y permitiria decir que si un punto
estd a la izquierda del (5,6), tiene que estar mds abajo. La tercera afirmacion,
que esta centrada en la VG2, encuentra fundamento en la situacion geomé-
trica: la hipotenusa AF varia entre 0 y 10, mientras que el 4rea del triangulo
entre 0 y 24. De alli surge que podriamos ubicar el grafico en un rectangulo
grande, de 10 X 24; eso ocurrié de inmediato en una de las aulas, donde un
alumno pas6 al pizarron y delimité la region.

Mas alin, apoyandose en las conclusiones acerca de la monotonia de la
funcion estudiada, se podrian sombrear en el archivo las regiones en donde
deben estar todos los puntos del grafico (imagen 9) y ver como quedan deter-

minados dos rectangulos mas pequefos.

Determinacion de zonas donde podria haber puntos del gréfico.

Luego de este trabajo la docente les propuso a Ixs alumnxs que marcaran en
sus pantallas puntos posibles para el grafico, teniendo en cuenta que cum-
plieran con las propiedades enunciadas anteriormente. En la clase se recono-
cian estos puntos como posibles, pero no se contaba con herramientas para

aceptarlos o rechazarlos. Ante esa situacién, muchxs chicxs deseaban contar
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con una férmula para calcular el area. Al momento de planificar habiamos
anticipado que la actividad iba a generar incertidumbre. En las aulas, las
docentes anunciaron que para continuar con el estudio de esta funcién no
iban a trabajar con la férmula, sino que construirian una herramienta con
el programa que les iba a permitir, entre otras cosas, testear si €sos puntos
pertenecian o no a la gréfica.

La herramienta a la que se hace mencion es el punto dinamico P. El punto
P queda ligado a la figura geométrica dindmica por su definicion: para cada
posicién del punto F, la abscisa de P corresponde a la medida de AF y su
ordenada es el area del tridngulo AEF (el programa calcula el 4rea automa-
ticamente y la llama “poligonol”). De esta manera, al mover el punto F en
la VGI, el punto P actualizard sus coordenadas y se desplazara —ligado al
movimiento de F— por el plano cartesiano de la VG2, haciendo visible los
puntos del grafico de la funcién.®

En nuestra secuencia proponemos que una vez que lxs alumnxs construyan
el punto P, deslicen el punto F (en la VG1) para que se mueva P (en la VG2).
Lxs estudiantes podran corroborar que P pasa por los puntos (0;0), (5;6) y
(10;24) marcados inicialmente y que se verifican las distintas propiedades
enunciadas en el aula (“si se mueven a la derecha sube”, etc.). Mover el punto
P también les permitira controlar si el punto ingresado por ellxs pertenece o
no a la grafica. Por ultimo, les proponemos activar el rastro del punto P a fin
de visualizar mas puntos de la misma grafica.

Todo lo estudiado hasta el momento sin el punto P se revisita con esta herra-
mienta, que es un medio para verificar, analizar y eventualmente proponer
otros resultados y conclusiones sobre la funcién que se esta estudiando.

La riqueza que introduce el punto P para el estudio de la funcion se centra
en el hecho de que relaciona dinamicamente la situacién geométrica de la

VGI con el grafico de la funcién en la VG2, ligando cada punto del grafico a

5. Sugerimos al lector realizar esta construccién en el archivo GeoGebra
, disponible para su descarga.


https://editorial.unipe.edu.ar/images/descargas/archivo_con_dos_vistas_grafica.zip
https://editorial.unipe.edu.ar/images/descargas/archivo_con_dos_vistas_grafica.zip
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un tridngulo especifico, que se puede visualizar en el modelo geométrico, del
cual el punto P recoge en sus coordenadas la medida de su hipotenusa y su
area. Diseflamos las siguientes actividades para que lxs estudiantes puedan
apropiarse de este sentido de la herramienta.

En particular, decidimos comenzar con una actividad en la cual el punto
P permita, en un caso, determinar el valor del 4rea para un cierto valor de
hipotenusa dado, y en otro caso, buscar el valor de la hipotenusa para lograr
determinada area. Este sera el contenido de la actividad 5.

Antes de esto queremos sefialar algunos hechos sucedidos en las aulas

alrededor de la incorporacion del punto P.

El movimiento inesperado de una representacion

La ubicacién del punto P en la VG2 dependia del tridangulo particular que cada
grupo tenia en la VGI, por eso para algunxs estudiantes P coincidi6 con (5,6)
y para otrxs quedo6 proximo al punto que habian propuesto. En todos los casos
observamos que Ixs estudiantes no movian el punto F para lograr distintas
posiciones de P. Cuando finalmente lo hicieron, invitados por las docentes o
por alguno de sus pares, observamos que Ixs estudiantes manifestaron asom-
bro y entusiasmo ante ese movimiento inesperado.

Nos parece que ese asombro podria estar ligado a la novedad que introduce
esta construccion del punto dindmico P, propia del GeoGebra: con lapiz y papel,
los graficos son representaciones “‘estaticas” tanto como las tablas o las férmulas;
en cambio, el punto P constituirfa con su movimiento una nueva representacion
de la funcién intimamente ligada al grafico cartesiano convencional.

Que el movimiento de P no se logre con una accidn directa sobre ese punto
sino a partir del movimiento del punto F contribuye al asombro manifestado
por Ixs estudiantes. De hecho, pudimos observar que algunxs ubicaban el
cursor sobre P intentando moverlo directamente. Por otro lado, esta depen-

dencia entre los puntos P y F pone de manifiesto que cada tridngulo obtenido
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en la VG1 determina una posicién de P y por lo tanto un punto del grafico. En
las actividades anteriores de esta secuencia, Ixs estudiantes quedaban a cargo
de establecer esa relacion.

Consideramos que la construccién del sentido del punto P y su relacién con
el punto F y la situacién geométrica no son espontineas sino que demandan la
intervencion de 1x docente y el trabajo de Ixs estudiantes en nuevas tareas que

lo involucren.

El uso no previsto de una herramienta del programa

En un aula, mientras trascurria la actividad 4, algunxs estudiantes intentaron
construir el grafico completo de la funcidn a partir de los tres puntos marcados
hasta el momento: (0;0), (5;6) y (10;24). En ese intento utilizaron diferentes
herramientas del GeoGebra como “Recta por dos puntos” (a partir del (0;0) y
(10;24)), “Segmento por dos puntos” (en este caso trazando la poligonal deter-
minada por esos tres puntos) y “Arco tres puntos”. Respecto de esta dltima,
un estudiante menciond que era un “mejor grafico” que el de “tramos rectos”
porque era curva. Abajo (imagen 10) se muestra la pantalla de un grupo de

estudiantes que uso las tres herramientas:

Imagen de la pantalla de un grupo de estudiantes al intentar producir
el gréfico de la funcién.
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Un grupo de estudiantes parecia muy convencido de que el grafico obtenido
con la herramienta “Arco tres puntos” era la curva que buscaban. Posiblemente,
estaban poniendo en juego esquemas de accién importados de otros entornos
tecnoldgicos: buscar entre las opciones que ofrece el programa hasta encontrar
la herramienta que resuelve la tarea a realizar.

Cuando ingresaron el punto dindmico P, estxs alumnxs observaron que no
pertenecia a la curva trazada por el uso de la herramienta “Arco Tres Puntos”.
Frente a eso, comenzaron a mover verticalmente el punto verde —ver imagen
10— que originalmente era el punto (5;6), esta accién modificé la curva que se
visualizaba en la pantalla por ser este uno de los puntos que definia el “Arco Tres
Puntos”. Lxs alumnxs siguieron con ese movimiento hasta lograr que la nueva
curva obtenida con esta herramienta pasara por la posicién del punto P. Sin
embargo, al hacer esto el punto verde ya no pertenecia al grafico de la funcion,
cuestion que parece no haber sido tenida en cuenta por estxs estudiantes.

Posteriormente, ante un pedido de la docente, movieron el punto F en la
VGl y lograron un cambio en la posicion de P, que nuevamente se ubic6 fuera
del arco que aparecia en la pantalla. Por eso Ixs estudiantes buscaron otro
punto de abscisa 5 —moviendo el punto verde— para conseguir ajustar el arco
a la nueva posicién de P. Si bien este nuevo arco parecia contener tanto a los
puntos fijos, (0;0) y (10;24), como a P y el punto verde, sabemos que si hubieran
movido el punto F, la nueva posiciéon de P no hubiera quedado sobre ese arco.

Hasta tal punto estxs estudiantes confiaban en que la herramienta que
eligieron para graficar la curva es la correcta, que esa conviccidn parecid
opacar las relaciones ya establecidas, redireccionando la tarea a la bisqueda
de “un arco por tres puntos bueno”, en el sentido de que contenga las distintas
posiciones del punto P.

No perdamos de vista que la relacion entre las variables de la figura
dindmica y el punto P se ir4d construyendo a lo largo de las actividades. La
irrupcion de un punto cuyo movimiento en la pantalla depende de otro fue
sorprendente y desestabilizo la relacion ya construida entre el punto (5;6) y la

situacion geométrica en la VGI.
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Esta secuencia de acciones fue observada por la docente C, que intervino
para restituir el punto (5;6) como el tnico de abscisa 5 que pertenece al gréfico,
tal como se habia discutido en la actividad 4. También recupero, en didlogo
con Ixs estudiantes, que la curva de la funcion debia contener a los tres puntos
ya marcados y a cualquier posicion del punto P. Finalmente, apoyandose en
esta ultima condicion, la docente reflexiond con Ixs estudiantes que la herra-
mienta “Arco Tres Puntos” no iba a permitir construir la curva buscada y que

iban a aprender una manera de hacerlo con el programa.

UNA NUEVA TAREA USANDO EL PUNTO DINAMICO P

Volviendo a las actividades de la secuencia planificada, como ya habiamos
anunciado, la actividad 5 pondréa en juego la potencia del punto P para calcular

valores de la funcidn.®

ACTIVIDAD 5

Exploren en la VG2 por donde pasa el punto P y contesten las siguientes

preguntas:

a) /Cual serd, aproximadamente, el drea del tridngulo con hipotenusa
AF =3?

b) ;Cual sera la hipotenusa de un tridngulo que tenga el area igual a 17?

En la planificacion de esta actividad, decidimos presentar los items por sepa-
rado a Ixs alumnxs. Proponemos trabajar primero con el item a) y luego discu-
tir su resolucion en el espacio colectivo de la clase para compartir las diferen-

tes respuestas de 1xs estudiantes. Como es probable que se llegue a respuestas

6. Antes de hacer la actividad 5, les pedimos a Ixs chicxs que guarden los cambios en el archivo
con el punto P y puedan volver a esta version mas adelante. Después les proponemos que ha-
gan un “guardar como” nombrando al nuevo archivo “Actividad 5” y que trabajen en este nuevo
archivo para resolver la siguiente tarea. Asi les quedard, en una versidn separada, la resolucion
de esta actividad.
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aproximadas y distintas, se les pide que respondan el préximo item con la
mayor precision posible. Luego, la discusion en el aula gira en torno a las res-
puestas obtenidas en el item b) y cdmo llegaron a ese valor.

Para responder cada pregunta, Ixs estudiantes deberan decidir si deter-
minada posicion del punto P en la VG2 —a la que llegan por arrastre del punto
F en la VG1- cumple con el valor de la coordenada que se da como dato en
cada item, y luego leer el valor de la otra coordenada. Para cada una de estas
acciones, Ixs alumnxs podran apelar a diferentes herramientas del programa
con el objetivo de lograr una respuesta.

En el item a), podrian ubicar el punto P de manera tal que el valor de su
abscisa sea 3. En las aulas donde fue implementada la secuencia, algunxs
estudiantes hicieron zoom utilizando las herramienta del programa
“Aproximar” y “Alejar” en la VG2 para ajustar lo mas posible la posicion de
P, moviendo F en la VG1, de manera tal que P se ubique sobre la linea vertical
de la cuadricula correspondiente a x = 3.

Sefialemos que, si bien el movimiento del punto F parece ser continuo y
recorrer todas las posiciones posibles sobre la hipotenusa, con el suficiente
uso de la herramienta “Acercar” en la VG2 podemos observar que el punto P
parece “dar saltos”. Algunxs estudiantes que no lograban ubicar a P sobre la
linea vertical de x = 3 utilizaron la herramienta “Acercar” también en la VG1
y de esta manera podian disminuir los “saltos” y lograr mayor precision en
esa tarea.

Una vez ubicado P, anticipamos que Ixs estudiantes buscarian leer la
ordenada de ese punto usando distintas herramientas del programa. En
nuestras observaciones notamos que con frecuencia usaban la herramienta
“Acercar” para poder obtener mayor cantidad de decimales en los valores
que figuran en el eje y. Cuando se utiliza esa herramienta sobre el eje y se
produce una ampliacion de la imagen en la pantalla que, en algin momento,
deja afuera de la misma al punto P. Eso obligo a Ixs chicxs a trazar una recta
paralela al eje x que pase por P, para sostener la visualizacion de la altura del

punto y de esta manera poder leer en el eje y sus coordenadas. En el GeoGebra
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hay varias herramientas para trazar rectas y muchas de ellas fueron utilizadas
por Ixs estudiantes. En este sentido, nos parece importante discutir sobre las
herramientas utilizadas ya que hemos observado que, en algunos casos, 1xs
chicxs trazan esa recta con la herramienta “recta por dos puntos” buscando “a
0jo” el paralelismo con el eje x.

Como en el enunciado se pedia dar una respuesta aproximada, cada
estudiante podria decidir hacer mas o menos zoom y asi dar valores con
distinta cantidad de decimales. Otras formas de dar una respuesta aproximada
podrian ser: afirmar que el area del tridngulo con hipotenusa 3 es “un poquito
mayor a 2”, o decir “que esta entre 2,1 y 2,2”.

Teniendo presente que en el item b) vamos a pedirles a 1xs chicxs que
busquen la respuesta con la mayor precision posible, y ante un escenario de
respuestas tan variadas, pensamos que es propicio plantear en el espacio
de discusion colectiva del item a) una nueva tarea: intentar obtener una
respuesta lo mas precisa posible.

En la parte b), Ixs estudiantes podran reinvertir muchas de las estrategias y
herramientas usadas en la parte a). Al haber compartido las distintas resolu-
ciones del primer item durante la discusion colectiva, y al haber transitado las
reflexiones sobre la precision de las respuestas, daran mejores condiciones para
abordar la tarea de ubicar, en el plano cartesiano, el punto P con la ordenada
17 y luego leer su abscisa.

A continuacién, nos interesa compartir algunos episodios ligados al uso
del zoom mediante las herramientas “Acercar” y “Alejar” que ocurrieron en

nuestras aulas al resolver la actividad 5.

La interpretacion de algunxs estudiantes
acerca de la herramienta “Acercar”

El anélisis colectivo en las reuniones de nuestro grupo nos dio la posibilidad

de reconstruir los hechos del aula y elaborar explicaciones acerca de ciertos



ESTUDIO DEL AREA DE UNA FAMILIA DE TRIANGULOS A TRAVES DE UNA FUNCION... 43

comportamientos de Ixs estudiantes que nos habian sorprendido en el trans-
curso de la clase. Méas precisamente, durante el trabajo de un grupo de alum-
nas con el item b), pudimos observar que las estudiantes fueron moviendo el
punto F hasta que lograron ver, en la VG2, que el punto P estaba ubicado sobre
la recta horizontal y = 17, que era parte de la cuadricula. De este modo garan-
tizaron —visualmente— el cumplimiento de la condicién que se daba como dato

(ver imagen 11).

Luego, comenzaron a utilizar la herramienta “Acercar” y en la pantalla obser-

varon que el punto P “se iba alejando” de la recta horizontal (imagen 12).

La siguiente accion de las estudiantes fue volver hacia atras con la herramienta
“Alejar” para llegar a la situacioén original, donde “se podia ver” que el punto

quedaba nuevamente sobre la recta.
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Dado nuestro conocimiento acerca del funcionamiento del programa, espera-
bamos que hacer zoom mediante las herramientas “Acercar” y “Alejar” mostrara
a Ixs estudiantes que el punto P no esta sobre la recta horizontal y = 17. Por eso
nos sorprendid —al analizar videos de la pantalla de la computadora’ en la que
trabajaron esas alumnas— que las estudiantes aparentemente despreciaban esa
informacién y volvian hacia atras con “Alejar”. El proceso de discusion en el
grupo nos llevd a conjeturar que ellas podian creer que al hacer zoom modifi-
caban la posicién del punto, por lo que era mejor volver hacia atras, y de ese
modo lograr que nuevamente quede ubicado sobre la recta y = 17.

Nuestra conjetura la confirmamos al analizar otros videos de esa clase
donde el mismo grupo, luego de llegar a una posicién del punto P, tenia que
determinar el valor de su abscisa. Para ello, las estudiantes trazaron una recta
vertical por ese punto buscando leer el valor de la abscisa de P a partir de las
marcas de la graduacidn del eje x cuyos valores numéricos eran visibles. Para
lograr mayor precision, aplicaron “Acercar” en la interseccion de esa vertical
con el eje x, y a medida que acercaban la imagen, el programa mostraba
nuevas marcas y valores con mis decimales en algunas de ellas. En deter-
minado momento de este trabajo, las estudiantes “vieron” que la recta vertical

coincidia con una de las marcas de la escala (imagen 13).

Imagen de la pantalla en el momento en que se visualiza la recta vertical
sobre la marca correspondiente al valor 8,425.

7. Estos videos los obtuvimos por medio del programa Apowersoft. Este programa permite cap-
turar en un video lo que se va viendo en la pantalla en tiempo real.
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Frente a esta situacion, una estudiante exclamé “lo logramos™: de ese modo
podian leer el valor de la abscisa de P de manera “exacta”. Sin embargo, su
compaiflera utilizé otra vez la herramienta “Acercar” y provocé que la vertical
se separase visualmente de la marca (ver imagen 14). Pero la primera estu-
diante no estuvo de acuerdo con esa accidén y manifesto: “jAntes lo teniamos!”,

e intent6 volver al estado anterior mediante la herramienta “Alejar” (

A

Imagen de la pantalla donde puede verse que la recta vertical no pasa por
la marca en x = 8,425, valor numérico que ahora aparece en la pantalla y
antes no.

Interpretamos que esas estudiantes consideraron de manera independiente
la informacién visual disponible en cada pantalla, antes y después de hacer
zoom. Para ellas, el uso de la herramienta “Acercar” habria cambiado la posi-
cién de la recta, cuando en realidad lo que se produjo fue un cambio de escala
sobre el eje x que hizo visible que la interseccidn con la recta no estaba donde
parecia. Ese es un ejemplo de una caracteristica del uso del zoom: su aplica-
cién no modifica los objetos mateméticos representados, sino que cambia la
representacion de esos objetos en la pantalla.

Mas allé del ejemplo particular de esas dos estudiantes, es probable que para

muchxs alumnxs todavia no sea claro que las diferentes imagenes que aparecen

8. Para ver con mas detalle la pantalla de la computadora, les compartimos la grabacién realiza-
da con Apowersoft en este


https://youtu.be/fpkBGGehycs
https://youtu.be/fpkBGGehycs
https://youtu.be/WEJO2FGgIy4
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en la pantalla —al hacer uso de las herramientas “Acercar” y “Alejar’— son
representaciones del mismo objeto matematico. En nuestro ejemplo, la coordi-
nacidn entre la informacién que proveen las dos vistas gréficas podria funcionar
de control ya que, si no cambia el tridngulo en la VGI, el punto P de la VG2
tampoco lo hard y, entonces, la recta vertical trazada seguira siendo la misma.
El episodio que acabamos de estudiar revela la necesidad de unx docente que,
siendo consciente de la complejidad que encierra el uso de estas herramientas,

proponga una tarea de coordinacién como la que recién mencionamos.

Posibles conclusiones de la actividad 5 para hacer

en el aula de secundario

Para finalizar esta actividad y la primera parte de la secuencia pensamos en
generar dentro del aula un momento para elaborar conclusiones. Como parte
de la discusion final del item b), 1xs docentes podrian dar el valor exacto de
la medida de AF buscado, @, y acordar con Ixs estudiantes que, por
ser irracional, nunca lo vamos a encontrar con la computadora: siempre dara
una aproximacion. A partir de esto, para responder el item b), Ixs estudiantes
de uno de los cursos, entusiasmadxs por buscar esa aproximacion, decidieron
trabajar con quince decimales (la mayor cantidad de decimales que ofrece
el programa), lo que les permitia diferenciar los valores obtenidos por cada
grupo, que a priori parecian iguales.

En la actividad 5 se quiso considerar el grafico cartesiano como una fuente
de informacion numérica (aunque aproximada) sobre el comportamiento de la
funcioén. Para terminar de construir el grafico de la funcion estudiada hasta el
momento, pensamos recurrir a la herramienta “Lugar geométrico”. La grafica
de la funcion por medio de esa herramienta reemplaza el trazo que aparece
cuando se activa el “Rastro” del punto P.

Creemos que es necesario reflexionar con Ixs estudiantes sobre el papel

del grafico cartesiano y cémo se vinculan las dos representaciones. Por un
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lado, con una mirada puntual, cada posicion del punto F en la VGI determina
un triangulo sombreado y “genera” un punto en la grafica de la VG2 —cuyas
coordenadas x e y representan la medida de la hipotenusa y el area (respec-
tivamente) de dicho tridngulo—. Por otro lado, con una mirada global, el
dinamismo del punto F permite visualizar la familia de triangulos y el punto
P —que se mueve sobre el plano cartesiano representado en la VG2— recorre la
grafica de la funcion en estudio, permitiendo advertir algunas caracteristicas

del tipo de variacion.



<<

>>



SEGUNDA PARTE

Estudio del area de una familia

de trapecios a través de una funcién

y la construccion de su grafico cartesiano.
Anélisis comparativo de los graficos

de las dos funciones

En esta segunda parte se trata de estudiar una nueva funcién: la variacion del
area del trapecio ADGF (imagen 15) en funcién de la medida del segmento
AF . A Ixs estudiantes les explicamos que vamos a trabajar con otra figura:
el trapecio que queda por encima del tridngulo. Les proponemos a Ixs
alumnxs volver al archivo que habiamos guardado antes de empezar la
actividad 5. Para visualizar el trapecio debian cliquear en la casilla

correspondiente (ver imagen 15).

Vista de las dos figuras sombreadas.

Una vez que han realizado esos ajustes en GeoGebra, les proponemos a 1xs

estudiantes trabajar con la siguiente actividad.
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ACTIVIDAD 6
Muevan el punto F para obtener distintos trapecios y respondan:
(Entre qué valores varia la longitud de cada lado del trapecio ADGE?

(Entre qué valores varia el area del trapecio ADGF?

Esta actividad tiene por objetivo lograr un primer encuentro de Ixs estudiantes
con la familia de trapecios. Entender que el lado AD permanece invariable
para todos los miembros de la familia. Que la medida de AF , como ya sabian,
varfa entre 0y 10. La medida de DG varia entre 0 y 8, ya que es siempre parte
del lado DC, y la medida de GF varifa entre 0 y 6. Una diferencia con res-
pecto a lo estudiado en el tridngulo es que ahora, al mover el punto F, mientras
unas medidas aumentan otras disminuyen.

A continuacidn, se va a estudiar en el aula como cambia el area del trapecio
en funcién de la medida de AF . Pensamos que es importante que 1x
docente explicite esta cuestion con la clase antes de seguir el trabajo y que lo
deje también escrito en el pizarrén.

Tal como hicimos con el tridngulo, serd conveniente acordar que, para
estudiar la variacién del area del trapecio, se aceptard como medida de AF el
valor 0 (con 4rea 0) y el valor 10 (con 4rea 24) a pesar de que en un caso resulta
un segmento y en el otro un tridngulo.

A partir de lo trabajado en la actividad 6, se espera que los puntos (0;0)
y (10;24) sean reconocidos como parte del grafico de la funcién “Area del
trapecio en funcién de la medida de AF ”.

Para continuar con el estudio de esta funcion se invita a Ixs estudiantes a
introducir el punto mévil Q = (AF, poligono 2). Se puede sugerir que lo pinten
de otro color para diferenciarlo del punto P anterior.

Tal como hicimos con el tridngulo y el punto P en la actividad 5, la primera
tarea que deberan resolver con el punto Q tiene que ver con la determinacién
del areay lamedidade AF a partir de una lectura sobre el grafico de la funcién

que va configurando el desplazamiento del punto Q.
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ACTIVIDAD 7

Exploren en la vista grafica 2 por dénde va pasando el punto Q y contesten
las siguientes preguntas:

a) (Cual sera, aproximadamente, el area del trapecio cuando AF = 3?
b) (Cual sera, aproximadamente, la medida de AF para que el trapecio

tenga area igual a 21?7

Anticipamos que al hacer esta actividad Ixs estudiantes pueden reinvertir lo
puesto en juego en la actividad 5 y, por lo tanto, es una oportunidad para volver
a usar las técnicas que se desarrollaron alli.

A continuacién proponemos tres actividades mas en las que 1xs estudiantes

deben considerar, de manera conjunta, las dos funciones estudiadas.

e La primera de ellas, la actividad 8, apunta a poner en relacion caracteris-
ticas del movimiento de los dos puntos méviles —P y Q- con la variacién
del area del triangulo y del trapecio, a medida que se mueve el punto F.

e La actividad 9 invita a usar los puntos P y Q —y las curvas por donde se
desplazan esos puntos— para calcular valores particulares de una de las
variables. Esta es una tarea similar a la realizada en la actividad 7, pero
ahora genera la necesidad de poner en juego las dos funciones en estudio.

e Por tltimo, la actividad 10 propone una buisqueda de argumentos geomé-
tricos para algunas caracteristicas de las dos curvas estudiadas, con el ob-
jetivo de continuar estableciendo vinculos entre las dos representaciones

dinamicas.

Para comenzar la actividad 8, planeamos que 1x docente utilice un proyector
para mostrar como al mover el punto F en la VGI1 automaticamente se mueven
los puntos P y Q en la VG2. Proponemos que en la pantalla donde se proyecta
en el aula se vean las graficas completas de las dos funciones que se pueden
construir con la herramienta “Lugar geométrico”, como se hizo previamente

(ver imagen 16).
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Pantalla con la representacion grafica de las dos funciones y los puntos méviles
Py Q ligados a la situacién geométrica de la VGI.

En este primer momento de la actividad, se les pide a Ixs estudiantes que reco-
nozcan las caracterfsticas de las posiciones relativas de Py Q en la VG2. Con
ello se busca que, con el acuerdo de Ixs estudiantes —aunque esto requiera una
importante participacién de 1x docente—, se lleguen a formular las siguientes
propiedades:

Al mover el punto F, los puntos P y Q verifican:

e Que coinciden “al principio y al final del movimiento”.
e Que estan siempre en la misma vertical.

e Que Q siempre esta por encima de P (salvo al principio y al final).

La idea es que estas afirmaciones se escriban en el pizarrén a medida que
surgen y se acompafien con verificaciones visuales de las mismas en la VG2.

Recién después de hacer esto, se les propone a Ixs estudiantes la siguiente tarea.

ACTIVIDAD 8
Apoyandose en las figuras (trapecio y tridngulo) de la VGI, expliquen por

qué pasa cada una de las afirmaciones escritas en el pizarrén.

Al planificar esta actividad, consideramos que es necesario organizar el tra-

bajo en dos tiempos:
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e En un primer momento, 1x docente se centra —con Ixs estudiantes— en la
interpretacion de las propiedades que se formulan sobre los puntos Py Q
en términos de la situacién geométrica estudiada.

e En un segundo momento, 1xs estudiantes deben elaborar una justificacion

de por qué pasa eso, considerando las areas de las figuras involucradas.

Por ejemplo, al respecto de la tercera afirmacion —Q siempre estd por encima
de P (salvo al principio y al final)—, en un primer momento se trata de llegar
a una formulacién como: decir que el punto Q siempre estd por encima de P
significa que, para cualquier medida de AF (salvo en los extremos), el drea
del trapecio serd mayor que el drea del tridangulo.

En cuanto al segundo momento, donde se requiere la elaboracion de una
justificacion, en un aula algunxs estudiantes sefialaron que ‘el rea del trapecio
es igual al triangulo AEF + la del rectangulo de base DG y lado vertical GF .
Por lo que el area del trapecio es mayor o igual a la del tridngulo™.

Decidimos poner en comun las explicaciones en forma oral porque antici-
pamos que para Ixs estudiantes seria engorroso escribir estos argumentos.
La dindmica que disefiamos para trabajar en el espacio colectivo con las
respuestas individuales consiste en que 1x docente tome la respuesta de algtin
grupo de estudiantes y pregunte al resto de la clase si esta de acuerdo o no con
los argumentos dados. La idea es que con los aportes del resto de la clase se
complete cada explicacion. Finalmente, queremos que queden escritos en el
pizarrén los distintos argumentos.

En un aula a cargo de la docente C,' quedaron escritas dos argumentaciones
diferentes respecto de la tercera afirmacion. Para seguir estas explicaciones,

recomendamos ver la imagen 17:

e Las figuras forman un rectangulo, y AF no es diagonal de ese rec-

tangulo sino que esta por debajo de ella, y como la diagonal divide al

1. En la Introduccién a este libro, mencionamos los nombres de las docentes y otros datos de
esta implementacion.
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rectangulo en dos triangulos iguales, el triangulo AEF que se forma aqui
tiene menor area que el trapecio.
e Si se forma un rectangulo de base DG y altura GF , el trapecio se forma

con ese rectangulo y un triangulo igual al que estamos comparando.

En otra de las aulas, donde se realiz6 la experiencia a cargo de la docente L,
ella decidi6 presentar la actividad 8 de un modo més abierto, dando lugar a
otras miradas de Ixs estudiantes. Comenz4 mostrando una pantalla como la de
la imagen 16 en la que movi6 el punto F y afirmd: “Cuando muevo el punto F
de la VG, los puntos P y Q también se mueven en la VG2”. Luego les propuso

la siguiente tarea:

ACTIVIDAD 8 EN EL AULA DE LA DOCENTE L

Escriban al menos tres afirmaciones referidas a la relacién entre P y Q.

Después de que la docente L dio la consigna, una integrante de nuestro equipo
que estaba como observadora —a la que llamaremos docente S— se acercé a
una pareja de estudiantes (Victor y Esteban) que estaban trabajando con la

misma computadora. En ese grupo surgieron ideas muy distantes de las que
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habiamos anticipado. Victor comenzé afirmando que veia “el ala de un avién”
en la figura que encerraba las dos grificas y comenzé a caracterizarla, men-
cionando también su interés por la aerodindmica. En su descripcién indicaba
partes rectas y otras curvas ‘“‘como un circulo”. Esteban, por el contrario, se
centré en las dos figuras geométricas de la VG1. Apoyado en esas figuras,
intent6 explicar las diferencias entre las formas de las curvas asociadas a cada
funcién.

En cierto momento la docente L redireccion6 la tarea y compartié con toda
la clase el hecho de que los puntos P y Q estaban siempre en la misma vertical,
uno arriba del otro, y pidi6 a Ixs estudiantes que buscaran una explicacién de
eso que se veia.

Fue alli donde la interaccién entre Victor y Esteban continué a propdsito
de esta tarea y, si bien en las primeras explicaciones los estudiantes parecian
referirse a objetos diferentes, la interaccion entre ambos continud, sostenida
por la docente S, y los argumentos de los dos se fueron enlazando para explicar
con otras palabras las observaciones iniciales de cada uno.

En el grupo que estamos estudiando se dio el siguiente didlogo:

DOCENTE. ;Est4 siempre el punto Q arriba del punto P?
VICTOR. No, acé debajo de todo, en el 0, cambia.

DOCENTE. ;Qué le pasa ahi?

VICTOR. Pasa que queda P arriba del Q [con esto se refiere a que
estn superpuestos].

ESTEBAN. Lo que pasa... al principio, son iguales. Después va
tomando mayor, mayor area el trapecio.

DOCENTE. ;Siempre mayor area? ;Por qué?

ESTEBAN. Si... lo que pasa es que él va comiendo de a mucho y
él de a poco.

DOCENTE. ;Quiénes son €l y é1? ;Quién es el que va comiendo de
a mucho?

ESTEBAN. El trapecio.
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DOCENTE. ;Qué quiere decir con que “va comiendo de a mucho™?
ESTEBAN. (Superponiéndose con la docente) Pero también tienen
un limite...

DOCENTE. Espera... no avances. Yo no entendi bien “él va co-
miendo de a mucho”. ;Vos entendiste? (dirigiéndose a Victor)
VICTOR. No.

ESTEBAN. Porque esto al principio va comiendo de a mucho (se-
fiala el trapecio en la VG 1).

VICTOR. (Como “comiendo”? (lo dice bajito, casi no se lo oye)
DOCENTE. El te pregunta cdmo ‘“‘comiendo”.

ESTEBAN. ;C6émo? Porque... (duda)

DOCENTE. ;Qué querés decir con “comiendo”?

VICTOR. Porque crece.

ESTEBAN. Crece de érea.

VICTOR. Aumenta el 4rea.

ESTEBAN. De manera exagerada.

En esos intercambios los estudiantes se separan de la pregunta inicial de la

docente L para hilvanar una explicacién referida a la manera en que crece

el drea de cada figura. Esteban comienza con expresiones muy personales

que Victor no comprende. Frente a un pedido de mayor explicacidn, es Victor

mismo el que aporta términos que permiten precisar la idea de Esteban. Los

ultimos cuatro intercambios, que se producen muy ripidamente, muestran una

sintonfa entre ellos, se completan en sus decires.

A continuacién de ese didlogo, Esteban comienza a mover el punto F en

la pantalla desde una posicién en el punto medio de la diagonal hasta el

extremo C.

ESTEBAN. Hay un punto en que el tridngulo empieza a exagerarse,
vuelve a comer la parte que le queda (sefialando con el mouse la

region EFCB de la VGI, ver imagen 16) y vuelve a exagerarse de
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manera tan rapida que... lo hace tanto que hay un punto en que se
van juntando

DOCENTE. (Eso tiene que ver con lo que vos decias al principio,
que acd va recto, ac curvo? (La docente se dirige a Victor y sefiala
en la pantalla la imagen de las dos curvas)

VICTOR. Si. En uno como que se acelera y en el otro...
ESTEBAN. Es verdad, tiene razén él... jtambién! Los dos apunta-

mos igual.

A continuacién, Victor vuelve a sus primeras afirmaciones sobre la forma de la
figura. La docente S hace una sintesis y recupera los dichos de Esteban, donde

hablaba de que el trapecio iba comiendo 4rea:

VICTOR. Como que el trapecio aumentaba méas rapido de area.
Como que este (sefiala el trapecio) va creciendo tanto que este (se-
iala el tridngulo) se tiene que apurar.

ESTEBAN. Y este, con lo pequefio que le quedaba, empieza a subir
de manera exagerada aca (seriala el triangulo con el punto F cerca

del extremo C).

En todos los intercambios de ese episodio aparecen argumentos matematicos
y no matematicos, algunos centrados en la situacién geométrica y otros en el
grafico de las funciones que modelizan el crecimiento de las dos areas. Los
estudiantes se mueven con fluidez entre las ventanas graficas, apoyando sus
argumentos en la visualizacion de estas representaciones multiples, dindmicas
y ligadas.

Detenernos en las voces de los estudiantes nos permite acercarnos a la trama
de relaciones que van construyendo y entender como, partiendo de recortes y
formas de expresarse muy diferentes, llegan a elaborar un discurso comiin que
le permite a cada uno ir completando las ideas del otro. En los tramos finales,

cuando la docente restituye las primeras ideas de cada uno, ambos estudiantes
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las aceptan rapido y entablan didlogos fluidos que permiten profundizarlas y
precisarlas.
En la siguiente actividad, las preguntas apuntan a que Ixs estudiantes

utilicen los graficos de las funciones para responder.

ACTIVIDAD 9

Resolver las siguientes tareas trabajando en la VG2:

a) Buscar cudl tiene que ser la medida aproximada de AF para que el
tridngulo tenga area 8 y cudl tiene que ser la medida aproximada de
AF para que el trapecio tenga area 8.

b) Calcular aproximadamente la medida de AF para que el trapecio tenga

la misma area que el tridngulo de hipotenusa 7,2.

En esta actividad, las preguntas apuntan a reforzar el hecho de que si un trian-
gulo y un trapecio tienen la misma 4rea, los puntos correspondientes en los
graficos de ambas funciones se ubican en la misma recta horizontal.

En el item a) buscamos que 1xs estudiantes puedan reutilizar algunas de las
estrategias de lectura de las etiquetas de los puntos mdviles, desplegadas en
la actividad 5. Una de las estrategias que anticipamos es que Ixs estudiantes
tracen la recta y = 8, determinen los puntos de interseccion de esa recta con
las dos curvas y luego lean el valor de la abscisa correspondiente a cada punto.
Esta accion se podria completar trazando la vertical por cada uno de esos
puntos y, eventualmente, haciendo zoom con la herramienta “Acercar” en la
zona donde se corta esa vertical con el eje x para leer el valor con mayor
precision. Determinar varios puntos de igual ordenada trazando una recta
horizontal es un recurso que usualmente se trabaja en las primeras actividades
de lectura de graficos, en general sobre una sola funcién. Cabe destacar que en
esta oportunidad se estaria realizando simultdneamente sobre dos funciones
representadas sobre un mismo sistema de ejes cartesianos.

Otra estrategia que observamos en las aulas donde se implementd la

secuencia fue la habilitacion de la etiqueta de los puntos méviles P y Q, de
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manera que muestren los valores de las coordenadas, y luego mover el punto F
hasta lograr que el valor de ordenada sea 8 para cada uno de los puntos. Como
este objetivo no se puede alcanzar para una sola posicién del punto F, 1xs
estudiantes debieron realizarlo en dos etapas: primero movieron F hasta que el
punto P tuviera ordenada 8, para leer alli el valor de la primera coordenada y
luego volvieron a mover el punto F para hacer lo mismo con Q.

Como en el item b) no se ofrece el dato del area del trapecio buscado, consi-
deramos que la resolucién de este item presenta una complejidad mayor que el
item a). Teniendo en cuenta eso, decidimos realizar una puesta en comin donde
se compartan las estrategias de resolucion del primer item, con el objetivo de
favorecer la comprension de esta nueva consigna y para abordar su resolucién
en mejores condiciones.

En algunas aulas donde se implement6 la secuencia, esta dificultad que
anticipamos con el item b) no qued6 saldada con la puesta en comin ya
que muchxs estudiantes interpretaron y manifestaron que lo que se buscaba
era obtener un trapecio y un tridngulo con igual drea “al mismo tiempo”, y
€so no era posible.

Esa imposibilidad es consecuencia de las caracteristicas del modelo
dindmico con el que estan trabajando, en el cual se utiliza solo el punto F
para modificar las dos figuras en estudio —el trapecio y el tridngulo—. En cada
posicion del mismo, el area del trapecio es mayor que el area del triangulo, tal
como se concluyd a partir de la actividad 8. Al dialogar con Ixs estudiantes
sobre como responder a este item, algunxs planteaban la necesidad de disponer
de dos puntos méviles que permitieran cambiar las dos figuras de manera
independiente. Incluso, algunos grupos intentaron incorporar ese nuevo punto
a la construccion sin lograr el efecto deseado.

Fue necesario discutir la consigna con el curso para aclarar que no se
pretendia lograr la misma 4rea en ambas figuras para un tnico valor de AF
(como decian Ixs estudiantes, “al mismo tiempo”) sino que, a partir de conocer
el 4rea del tridngulo con hipotenusa 7,2 se debe buscar una nueva medida

de AF para un trapecio cuya area sea igual a la de ese tridngulo. En una de
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las aulas se utiliz6 un esquema como el de la imagen 18 para acompaiiar la

explicacion de la consigna.

O

Imagen del pizarrén con el esquema realizado
por la docente.

Con respecto a las estrategias de resolucion de este item, anticipamos que Ixs estu-

diantes podrian trazar rectas verticales y horizontales, como se ve en la imagen 19.

Imagen obtenida del video Apowersoft tomado en una
de las computadoras de un grupo de estudiantes.

Esta estrategia —que fue utilizada por uno de los grupos— no pone en juego los
puntos mdviles y es andloga a la que se podria realizar en lapiz y papel.
Otras resoluciones que anticipamos y que con algunas variantes observamos

en las aulas utilizan los graficos de las funciones y los puntos méviles P y Q.
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Por ejemplo, un grupo de estudiantes —que no tenian habilitadas las etiquetas
de los puntos P y Q con sus coordenadas— trazaron una recta vertical por el
punto P y movieron F hasta que esa recta cortara al eje x en 7,2. Luego trazaron
una horizontal por P y crearon un nuevo punto (Ilamado D) en la interseccién
de esa horizontal y la grafica del area del trapecio.? Por dltimo, trazaron una
vertical por Q, movieron el punto F hasta que ese punto coincidiera visual-
mente con el punto D y leyeron el valor de su abscisa en el eje x.

Por tdltimo queremos compartir una estrategia tomada por varios de los
grupos observados donde solo se utilizan los puntos méviles P y Q. La misma
consiste en mover el punto F hasta que P tenga abscisa 7,2, leer el valor de la
segunda coordenada (en este caso 12,44), luego mover nuevamente F hasta que
la ordenada del punto Q sea 12,44 y observar en la primera coordenada de Q
el valor de AF buscado.

Las actividades 8 y 9 apuntaron a comparar el comportamiento de las dos
funciones, aprovechando la visualizacién de los dos graficos en la misma
pantalla. En la actividad 8 se trabaj6 en torno a la posicién de los puntos Py
Q, que se encuentran siempre en la misma vertical. Esto permitié considerar
de manera conjunta los puntos de los dos graficos que corresponden al mismo
valor de la hipotenusa AF . En la actividad 9 se estudié, en un caso particular,
los puntos de las graficas ubicados a la misma altura, en la misma horizontal.
Se trata ahora, en la actividad 10, de considerar en forma general esa situacion

donde una recta horizontal corta a cada gréfica.

ACTIVIDAD 10

Si trazamos una linea horizontal y la vamos moviendo entre y = 0 e
y = 12, veremos que cruza las dos graficas y que la interseccioén con la
grafica del 4rea tridngulo esta siempre a la derecha de la interseccién con
la grafica del 4rea trapecio.

continua en p. 62 >>

2. Una pequefa variante de esta parte de la resolucion, que observamos en un grupo, es leer en las
coordenadas de P el valor del area del tridngulo con la medida de AFigual a 7,2 y trazar una horizontal
por ese valor de y para determinar el punto de interseccién con el grafico del drea del trapecio.
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Apoyandose en las figuras (trapecio y tridngulo) de la VGI, den

argumentos de por qué pasa esto.

Esta actividad solo se realizé en una de las aulas donde implementamos esta
propuesta. Alli la docente leyd este enunciado mientras mostraba con el pro-
yector lo que expresa la consigna. Notemos que para lograr explicar lo que
se pide, Ixs estudiantes deberan considerar un tridngulo y un trapecio de la
situacién geométrica de la VGI1 que tengan la misma area. Como ya dijimos, el
modelo dinamico no va a permitir atrapar al mismo tiempo estas dos figuras.

Nuevamente, eso fue problemético para muchxs estudiantes en el aula. Sin

embargo se lograron realizar varios acuerdos:

e En primer término, todxs Ixs estudiantes entendieron que si las figuras
iban a dar puntos sobre la misma horizontal debian tener igual area.

e Con el modelo dinAmico todxs lograron contestar que las dos figuras solo
tienen igual area cuando la medida de AF esigual a 0y cuando es igual
a 10.

e Algunxs estudiantes lograron ir més all4 del modelo para llegar a formu-
lar que si pudiéramos mover por separado los puntos P y Q, logrando que
queden en la misma recta horizontal, eso significaria que las dos figuras
en la VGI tienen igual area.

e P esta siempre a la derecha de Q porque, para que las dos figuras tengan
igual area, la medida de AF para el tridngulo debe ser mayor que la

medida de AF para el trapecio.

Esto tltimo fue enunciado por un grupo y hubo que trabajar en el aula para que

todxs Ixs estudiantes lo comprendieran y acordaran.



Reflexiones finales

En esta secuencia nos propusimos trabajar en torno a la relacién entre una
situacién geométrica dindmica, las funciones que pueden definirse a partir de
ella y sus gréficos cartesianos. Por un lado, se puso en juego un sentido de la
funcién como herramienta modelizadora de situaciones con magnitudes varia-
bles. Por otro lado, se puso de relieve la representacion en graficos cartesianos
como soporte que permite no solo leer informacién —puntual y global- sobre
cada funcioén sino también estudiar comparativamente los modos en los que
varia cada una de ellas.

Nos interesa hacer énfasis en que, a medida que se avanza con las activi-
dades en la secuencia, se produce un incremento en la complejidad de las
representaciones con las que 1xs estudiantes deben interactuar. Se comienza
con una figura geométrica dindmica en una sola vista grafica (uno de cuyos
estados se muestra en la imagen 1) y en las dltimas actividades Ixs estudiantes
deben interactuar con una sofisticada pantalla como la que se observa en la
imagen 16.

Las actividades de la secuencia requieren ineludiblemente un juego entre
el marco funcional y el geométrico. Este juego se plasma a través de repre-
sentaciones con caracteristicas solo posibles en el entorno informaético: el
dinamismo de las figuras geométricas y la manera de ligar mediante puntos
moviles las representaciones de las dos vistas graficas. Estas dos caracteristicas
enriquecen la tarea de coordinacidn entre esos registros, y permiten una mayor
comprension de la nocién de funcién. A propdsito de eso, queremos mencionar

que algunxs estudiantes que participaron de esta experiencia rescatan que
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les ayud6 a “entender mejor la idea de dependencia entre variables”, nocién
constitutiva del concepto de funcién.

Desde el punto de vista de la ensefianza, las tres docentes que implemen-
taron la secuencia valoraron el clima de trabajo que se generd en el aula y el
compromiso de sus estudiantes con las tareas realizadas a través del software
GeoGebra.

Una de ellas, la docente L, manifest6 que “el trabajo sobre modelos
dindmicos resultd muy atractivo y eficaz a la hora de analizar los graficos
cartesianos y sus variaciones”. El relato sobre como dos de sus estudiantes
resolvieron la actividad 8 es un ejemplo de cdmo ellos pueden abordar, con sus
propias palabras y en interaccion con una pantalla, la problematica del estudio
comparativo de la velocidad de crecimiento de las dos funciones. Entendemos
que la docente L valora su experiencia con esta secuencia como una forma de
abordar esta cuestion muchas veces compleja de trabajar en el aula.

Esperamos que la secuencia que compartimos y los episodios presentados
se constituyan en un aporte para pensar la ensefianza de la introduccién al

concepto de funcién en un aula enriquecida con computadoras.



Sobre 1xs autorxs

LAURA MARINA ACOSTA es profesora en Disciplinas Industriales, espe-
cialidad Matemética y Matematica Aplicada, por el Instituto Nacional Superior
del Profesorado Técnico de la Universidad Tecnolbégica Nacional (UTN).
Realizd la Especializaciéon Superior en Ensefianza de la Matemaética para
Profesores de Nivel Medio en la Escuela de Maestros de la Ciudad Auténoma
de Buenos Aires (CABA). Se desempefia principalmente como profesora de

escuelas secundarias. Forma parte del Grupo de los Lunes desde 2016.

MARINA ANDRES es profesora de Matemética recibida en el Instituto de
Ensenanza Superior N° 1, actualmente jubilada. Se desempefi6 como profe-
sora de Matematica en escuelas secundarias e integra el Grupo de los Lunes
desde sus inicios. Es coautora de documentos y articulos relacionados con la

ensenanza de la matematica y de textos escolares.

MARIA NIEVES BRUNAND es profesora de Matematica recibida en
el Instituto Superior de Formaciéon Docente N° 17. Se especializé en la
Ensenanza de la Matematica para la Escuela Secundaria en la Universidad
Pedagogica Nacional (UNIPE). Se desempefi6 como tutora del curso virtual
a distancia “Reflexiones, en torno al dlgebra y las funciones y su ensefianza”
en el Instituto Nacional de Formaciéon Docente (INFoD). En la actualidad,
se desempefia como docente en escuelas secundarias de La Plata y en la
licenciatura en Ensenanza de la Matematica para la Escuela Secundaria de

la UNIPE.



66 FIGURAS GEOMETRICAS DINAMICAS PARA EL ABORDAJE DE LA NOCION DE FUNCION

MILAGROS M. CERVIO es profesora de Educacion Superior en Matematica
recibida en el Instituto Superior del Profesorado “Dr. Joaquin V. Gonzalez”
y especialista en Ensefianza de la Matemética para la Escuela Secundaria
(UNIPE). Actualmente se desempefia como docente en el nivel secundario en

escuelas de la Provincia de Buenos Aires.

MARIA TERESA CORONEL es profesora de Matematica por el Instituto
Superior de Formacién Docente N° 34 “Profesor Héctor J. Médici”. Ensena
en la Escuela de Educaciéon Secundaria N° 20 “Estados Unidos de América”.

Integra el Grupo de los Lunes desde sus inicios.

ENRIQUE DI RICO es integrante del equipo docente de la Especializacion
en Ensefianza de la Matematica para la Escuela Secundaria de la Universidad
Pedagogica Nacional (UNIPE) e integrante del equipo de investigacion en el
area de Matematica para el Nivel Secundario de la misma universidad. Es
docente del bloque pedagogico de la Comisiéon de Carreras de Profesorado de
Ensefianza Media y Superior (CCPEMS) y del Instituto de Investigaciones en
Didactica de las Ciencias Naturales y la Mateméatica (CEFIEC) de la Facultad
de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad de Buenos Aires (UBA). Es
miembro del Equipo Técnico Regional en el area de Matematica para el Nivel
Secundario en la Direccién del Formacion Continua (DFC) de la Provincia de

Buenos Aires.

GEMA FIORITI es magister en Didactica de las Ciencias y las Matematicas.
Integra el Grupo de los Lunes desde sus inicios. Dirige el Centro de Estudios
en Didacticas Especificas (CEDE) de la Universidad Nacional de San Martin
(Unsam). Se desempefia como profesora titular de Didactica de la Matemaética
en la Especializacion y Maestria en Ensefianza de las Ciencias (orientaciéon
matematica) de la misma universidad. Es coautora de articulos sobre ense-
fianza de la matematica, documentos para docentes y textos escolares de

matematica.



SOBRE LXS AUTORXS 67

ROMINA FLORES es profesora de Matemaética por el Instituto “Padre
Elizalde”. Ensena en la escuela secundaria Instituto Maria Ana Mogas y
en el Instituto Barrio Marina. Se encuentra en proceso de finalizaci6n de la
Licenciatura en Matematica Aplicada (UNLaM) y de la Especializaci6on en
la Ensefianza de la Matematica para la Escuela Secundaria (UNIPE). Integra

el Grupo de los Lunes desde 2017.

CLAUDIA KERLAKIAN es profesora de Mateméatica y Cosmografia,
actualmente jubilada. También es licenciada en Educacion con orientacion
en Didactica de la Matematica y en Disefo, Coordinaciéon y Evaluacion de
Proyectos por la Universidad Nacional de Quilmes (UNQ). Se especializ6
en la ensefianza de la Matematica para el nivel primario en el Centro de
Estudios de Pedagogia Avanzada (CePA) e integra el Grupo de los Lunes

desde sus inicios.

JUAN PABLO LUNA es profesor de Matematica por la Universidad de
Buenos Aires (UBA) y esta cursando la Maestria en Formaciéon Docente en
la Universidad Pedagogica Nacional (UNIPE). Forma parte del Grupo de los
Lunes desde sus inicios. Se desempefi6 como docente de escuelas secundarias
hasta 2019 y como formador docente en escuelas primarias, en CePA (la actual
Escuela de Maestros de CABA) y en cursos del INFoD, entre otros. Desde 2013
trabaja en la UNIPE, donde realiza tareas de docencia en dos carreras desti-

nadas a profesores de matemaética e investiga en temas de ensefianza.

CECILIA SILVINA PINEDA es profesora de Matematica (ISFD N° 41 de
Almirante Brown). Estudid, ademaés, en el Profesorado de Educaciéon Media
y Superior en Matematica (UBA) y realiz6 la Especializaci6n en la Ensefianza
de la Matematica para la Escuela Secundaria (UNIPE). Se desempeiia como
docente de escuelas secundarias de la Provincia de Buenos Aires y en el
nivel superior en la UNIPE y en la UBA. Forma parte del Grupo de los Lunes

desde 2017.



68 FIGURAS GEOMETRICAS DINAMICAS PARA EL ABORDAJE DE LA NOCION DE FUNCION

GERMAN OMAR PUGLIESE es profesor de Matematica y especialista
en Ensehanza de la Matematica en la Escuela Secundaria por la UNIPE.
Actualmente trabaja como docente en escuelas secundarias y en el nivel supe-
rior. En la Universidad Nacional Arturo Jauretche (UNAJ) dicta el Curso
de Preparacidon Universitaria de Matematica y Matemética Inicial. En el
campo de la formacion docente, es profesor en el Ciclo de Complementaciéon
Curricular de la Licenciatura en Ensefanza de la Matemaéatica para la
Educacion Secundaria Virtual de la UNIPE. Integra el Grupo de los Lunes
con el proposito de pensar en conjunto con otros docente la ensenanza de la
matematica. Participa en comunicaciones y talleres de diferentes congresos,

jornadas y encuentros a proposito de la ensefianza de la matematica.

VALERIA RICCI es profesora de Educacion Superior en Matematica
(Instituto Superior del Profesorado “Dr. Joaquin V. Gonzalez”) y especialista en
Ensefianza de la Matemética para la Escuela Secundaria (UNIPE). Se desem-
pena como docente en el nivel secundario en escuelas de la Ciudad Auténoma
de Buenos Aires y en el nivel superior en el ISP “Dr. Joaquin V. Gonzalez” y en
la UNIPE. Es coautora de documentos curriculares para la ensehanza de la

matematica. Forma parte del Grupo de los Lunes desde el 2017.

ESTEBAN IGNACIO ROMANUK es profesor de Matematica (Instituto
Superior de Formacion Docente y Técnica N° 17 La Plata). Curs6 la
Especializacion en la Ensenanza de la Matematica para la Escuela Secundaria
(UNIPE). Actualmente es docente de escuelas secundarias publicas de la
Provincia de Buenos Aires, en el Instituto Superior de Formacién Técnica
Ne° 12 y desempeiia el cargo de jefe del departamento de Ciencias Exactas y
Naturales en la Escuela secundaria N° 22. Participé del Grupo de los Lunes

durante el desarrollo de este material.

CARMEN SESSA integra el Grupo de los Lunes desde sus inicios. De for-

macion inicial en Matematica, se especializé en Didactica de la Matematica



SOBRE LXS AUTORXS 69

desde 1991 y trabaja en formacion e investigacion en el area. Es profesora
titular en la UNIPE y dirige la carrera de Especializacion en Ensehanza
de las Matemaéticas para la Escuela Secundaria. También es docente en el

Profesorado en Matematica de la Facultad de Ciencias Exactas de 1a UBA.

MARINA ESTHER TORRESI es profesora de Matematica egresada del
Instituto Superior de Formacion Docente N° 41 de Almirante Brown. Se desem-
pefla como profesora en diferentes escuelas de educacion secundaria, ciclo
béasico y superior, desde hace veintitrés afios. Curso6 la Especializaciéon en la
Ensenanza de la Matematica para la Escuela Secundaria en la UNIPE en el

afio 2013 e integra el Grupo de los Lunes desde 2015.



<<

| unipe HERRAMIENTAS o E I
editorial SERIE MATEMATICA

M universitaria

Al igual que en libros anteriores, el Grupo de los Lunes —un colectivo que retine a
investigadores y docentes de mateméatica— se propone aqui enriquecer el trabajo en las
aulas del secundario incorporando programas informaticos como GeoGebra. En este
caso, se trata de una secuencia de diez actividades que aborda la nocién de funcién
mediante la experimentaciéon con figuras geométricas dindmicas. La propuesta es
indagar en la relaciéon entre una situaciéon geométrica dinamica (cuya visualizacion
facilitan las herramientas informaéticas) y los graficos cartesianos de algunas funciones
que pueden definirse a partir de ella. Por un lado, se pone en juego un sentido de la
funcién como herramienta modelizadora de situaciones con magnitudes variables. Por
otro, la representacion en graficos cartesianos como soporte para leer informacion
acerca de distintas funciones y para estudiarlas comparativamente. Este libro incorpora
relatos sobre la implementacién de la secuencia en las aulas de tres escuelas secundarias.
Esas producciones de estudiantes e intercambios en el aula tienen la intencién de
enriquecer las ideas que sustentan la secuencia y transmitir el clima de trabajo y el
compromiso con las tareas realizadas a través del software.

editorial.unipe.edu.ar
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